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PROLOGO

UM POUCO DE HISTORIA

A fisica do estado sélido comecou nos primeiros anos do século XX. Primeiramente, para
explicar as propriedades dos metais, como uma extensao da teoria cinética dos gases e um
pouco mais tarde, como uma extensao da fisica atémica, com a descoberta da difraccao
de raios-X e algumas previsoes sobre as propriedades dos cristais.

Os metais, conhecidos como bons condutores da electricidade e do calor eram, ji no final
do século XIX, alvo de grande atengdo. A descoberta do electrao, por J.J. Thomson em
1897 teve grande impacto nas teorias sobre a estrutura da matéria e sugeriu mecanismos
simples para a conducdo nos metais. Em 1900, Drude' formulou uma teoria sobre a
condugao eléctrica e térmica dos metais, recorrendo a ideias da teoria cinética dos gases,
entao em moda. Considerou um metal, como um gas de electroes, em que as cargas que
os compensam estariam ligadas a particulas mais pesadas e im6veis. Nessa altura, nao
havia nogao precisa sobre o que seriam essas particulas.

Por seu turno, a constatacao da existéncia de ordem no estado sélido vem de longa
data. J4 em 1665, Robert Hooke? especulara sobre a razao das formas regulares dos
cristais, e decidira que estas eram uma consequéncia de um empacotamento regular de
particulas esféricas. A cristalografia comecou quando as relagoes entre as faces planas
dos cristais foram sujeitas a medicdo. Em 1669 Niels Stensen (Professor de Anatomia
em Copenhaga e Vigario apostolico do Norte) comparou os angulos interfaciais numa
colecgao de cristais de quartzo. Um &ngulo interfacial é definido como o angulo entre
linhas tracadas perpendicularmente a um par de faces. Stensen concluiu que os angulos
correpondentes em cristais diferentes eram sempre iguais. Apos a invencao do goniémetro
de contacto em 1780, esta conclusdo foi verificada e alargada a outras substancias. A
constancia dos angulos interfaciais tem sido considerada a primeira lei da cristalografia.

No século XVIII j4 se sabia que um cristal era um arranjo tridimensional periédico de
atomos. Os mineralogistas tinham descoberto que podiam identificar todas as faces de
um cristal por indices que eram numeros inteiros pequenos, tendo Haiiy® demonstrado
também que qualquer arranjo de particulas idénticas numa estrutura tridimensional pe-
ridédica poderia ser descrito por uma lei envolvendo niimeros inteiros.

I Annalen der Physik 1, 566 e 3,369 (1900)

2Micrographia, or Some physiological Description of Minute Bodies made by Magnifying glasses with
observations and Inquires thereupon (London: Jo. Martyn and Ja. Allestry, 1665

3R.J.Haiiy, Essai d’une théorie sur la structure des cristaux, Paris, 1784; Traité de cristallographie, Paris,
1801.
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O estudo sistemético das estruturas cristalinas comegou como uma extensao da fisica
atémica, apos a descoberta da difraccao de raios-X e depois da publicacao de uma série de
artigos contendo calculos sobre propriedades dos cristais. A 8 junho 1912, foi apresentado
na Academia de Ciéncias de Munique, um artigo intitulado "Efeitos de interferéncia
com raios Reentgen". Nesse artigo, Laue desenvolvia uma teoria elementar da difraccao
dos raios-X por uma estrutura peridédica de atomos e Friedrich e Knipping relatavam
as primeiras observagoes experimentais sobre a difraccdo desses raios, produzida pelos
cristais. Esse trabalho mostrou claramente que os cristais sao constituidos por estruturas
periddicas de atomos.

xii
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IDENTIFICAGAO DAS QUESTOES BASICAS

1.1 INTRODUCAO

Suponhamos que temos um fio de cobre, um pedaco de silicio monocristalino e um cristal
de quartzo.

Algumas das diferengas mais marcantes dos solidos citados sao, por exemplo, a cor, o
brilho, a dureza e a ductilidade (deformabilidade plastica). A cor e o brilho sdo obvia-
mente propriedades que tém que ver com a absor¢ao e reflexdo da luz—séao propriedades
de carécter electromagnético. Tém que ver com interacgoes entre a radiagao electromag-
nética e a matéria. A dureza e a ductilidade sdo propriedades mecénicas. Tém a ver com
a estrutura atéomica e molecular—questoes associadas ao conceito de ligagdo quimica.

Por estranho que parega, talvez o mais simples de explicar, sejam as diferengas marcantes
na resisténcia eléctrica destes solidos. De facto, como toda a gente sabe, o cobre é um
metal tipico e por isso um bom condutor. A sua resistividade!, p, & temperatura ambi-
ente, é da ordem do pf2cm. Se medirmos a resistividade eléctrica a varias temperaturas,
verifica-se que ela aumenta quando se aumenta a temperatura, i.e., dp/dT > 0.

Por seu turno, o silicio (puro), conhecido como um semicondutor, tem uma resistividade
da ordem de 10° Qcm, & temperatura ambiente, e esta diminui quando se aumenta a
temperatura, i.e., dp/dT < 0. Também sabemos que o quartzo é um isolador. A sua
resistividade é muito elevada. E da ordem de 10'* - 10'6 Qcm, a 25 °C.

O que é a resistividade, p, (ou a condutividade, o = 1/p)?

Sabemos que a corrente eléctrica de condugao aparece quando hé cargas (electroes) que
se movem quando ha um campo a actuar sobre elas. Experimentalmente, num condutor
e para campos ndo muito intensos, é valida a lei de Ohm?, J = oE, sendo J a densidade
de corrente, ou fluxo de carga que passa pela sec¢ao unitéaria do fio na unidade de tempo,
[Am~2[; o, a condutividade [Sm~™!] ou [27' m~!] e E o campo aplicado [V m™1|.

Podemos escrever
J = —nev (1.1)

1Segundo a forma mais divulgada da lei (empirica) de Ohm (publicada em 1827), a resisténcia de um
fio condutor, de comprimento ¢ e secgdo A, € R =V/I. V é a tensdo aplicada (diferenga de potencial),
I, a corrente eléctrica e R, a resisténcia do fio, que pode ser expressa em termos da resistividade p:
R = pl/A, sendo, portanto a resistividade dada por p = R A/¢.

2 I = V/R, e portanto J = %E = o E. E importante compreender que para manter uma corrente
eléctrica é preciso gastar energia. Um condutor, por si s6, evolui no sentido de formar uma superficie
equipotencial, anulando a corrente, uma vez que o campo no seu interior desaparece. Lembrando que
a intensidade da corrente, I, é o fluxo de carga que passa pela sec¢do do fio na unidade de tempo, a
energia eléctrica consumida na unidade de tempo é IV = I? R. Esta energia é dissipada sob a forma de
calor (calor de Joule): os electroes orientados pelo campo transferem essa energia para os ides, através
de colisoes, e aumentam assim a temperatura do fio.
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em que n €, por hipétese, o niimero de electroes por unidade de volume do condutor, e
é a carga elementar (modulo da carga do electrao) e v, a velocidade média dos electroes
sob accao do campo eléctrico aplicado.

O que da origem a corrente é o campo aplicado. Este provoca nos electroes uma ve-
locidade orientada, a qual, no modelo de Drude, que veremos a seguir, se sobrepoe &
velocidade cadtica resultante das colisdes com os ides positivos do sélido, cuja resultante
é nula. Note-se que, segundo a lei de Ohm, as cargas nao sao aceleradas. O campo
eléctrico equilibra o atrito das colisdes e a velocidade média dos electroes mantém-se
constante. Serd que a lei de Ohm, ao estabelecer a proporcionalidade entre a velocidade
e a for¢a (for¢a de Lorentz, F = —e E), i.e., J = —nev = 0 E, é compativel com a lei de
Newton?

Poem-se, desde ja, duas questoes importantes:

— A determinagéo e o significado fisico de n (niimero de cargas por unidade de volume)

— A determinacao e o significado fisico de v (velocidade média dos electroes no solido,
sob a acgdo do campo exterior).

A primeira questdo implica, desde ja, a escolha de um modelo. Podemos, por exemplo,
admitir que nos sélidos existem electroes livres e que n representa o nimero de electroes
livres por unidade de volume. Assim, o cobre teria muitos electrées livres por unidade
de volume, o silicio teria muito menos e os sélidos isoladores, como o quartzo, nao teriam
quase nenhuns. Mas mesmo os isoladores teriam alguns, na medida em que é sempre
possivel neles medir uma condutividade nao nula.

Serao os electroes, de facto, livres? Se o fossem, seriam acelerados, e a condutividade
aumentaria com o tempo. Consideremos, entdo que n é o numero de electrées que de
uma maneira ou de outra, se podem mover. Como medir ou calcular esse nimero?

Outra questao, é que nos metais, como o cobre, dp/dT" > 0, enquanto que nos semi-
condutores, como o silicio, dp/dT < 0. Serd que o numero de electrdes varia com a
temperatura? Ou sera a velocidade que varia com a temperatura? Ou ambos? De que
modo?
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1.2 GAS DE ELECTROES
1.2.1 MODELO DE DRUDE

Algumas respostas a estas questdes foram dadas por Drude, em 19003. O seu modelo
consistia em admitir que, num metal, alguns dos electroes se libertam dos dtomos e ficam
livres, deixando i0es que ficam fixos. A resisténcia eléctrica seria devida a colisbes desses
electroes com os i0es fixos.

O modelo de Drude, transposto para a actualidade, considera que os electroes de valéncia
do metal sao independentes e livres, e os ides positivos (nicleo+electroes internos ou do
cerne) ficam imoéveis. Num metal, o ntcleo e o cerne mantém a mesma configuragao que
no atomo livre, mas os electroes de valéncia separam-se dos ides e formam um gas de
electroes, podendo mover-se livremente (Fig.1.1).

a) b) -e(Z-Z) € electrio  ido fizxo

. 7T
@/ ©@C é.E{. P
A O ©) [N

[ Wiclea [ wicleo
e tocrs ] come I gy
[ Electres devaléncia || Electrdes de conducio

Figura 1.1: a) Representagao esquemética de um dtomo livre. b) Num metal, o niicleo e
o cerne mantém a mesma configuragao que no dtomo livre, mas os electroes de valéncia
separam-se dos i6es e formam um géas de electrées, c), que podem mover-se livremente

como as particulas de um géas.

No modelo de Drude, supoem-se desprezaveis as interacgoes electrao-electrao e electrao-
iao, sendo apenas consideradas as colisoes dos electroes com os ides pontuais. Por esta
razao o modelo é também conhecido como modelo do electrao livre.

Um atomo isolado de um elemento metélico tem um nicleo de carga +eZ, , em que € é a
carga elementar (e = 1.60 x 107° C) e Z, é o ntimero atémico. O ntcleo esta envolvido

3Note-se que o electrdo tinha sido descoberto, trés anos antes, por Joseph Thomson.
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pelo gas de electroes, de carga —eZ,, sendo os electroes da camada exterior, fracamente
ligados ao ntcleo, numericamente iguais a Z, chamados electroes de valéncia. No metal,
o conjunto dos N Z electroes de valéncia provenientes de um conjunto de N atomos e que
podem mover-se livremente, sobre um fundo de ides pesados e imoveis, sdo chamados
electroes de condugao.

A densidade do gas de electroes, que conta apenas com os electroes de condugao, é
chamada a densidade electronica e calcula-se do seguinte modo:

Um metal contém 6.022 x 10?3 atomos por mole (niimero de Avogadro, N4) e p/M moles

por cm® (p=massa especifica em g/cm?®, M=massa atémica do elemento). Como cada
3

atomo contribui com Z electroes, o ntimero de electroes por cm? é

NAZp
n=———

0 (1.2)
ou p
n = v (1.3)

sendo Vj o volume correspondente a cada atomo. Um outro pardmetro muito utilizado
é o raio da esfera cujo volume é igual a V{, , vindo portanto:

A A

n=2-_%_ 1.4
Vo %ﬂ'?”g (14)

A ro chama-se raio metdlico (normalmente expresso em &ngstrom, A).

Note-se que 1y nao é, de modo algum, o raio atémico ou o raio i6nico. Nem deve ser
confundido com esses parametros. No modelo de Drude, os ides sao pontuais, e %m"g’ é
o volume disponivel para os Z electroes de condugao provenientes de cada atomo.

Os valores de n sdo tipicamente da ordem de 10?2cm™3 (102 m~3). No caso do co-
bre rg = 1.41 A, Z = 1, existem 8.5 x 1022 dtomos/cm? sendo, portanto, n = 8.5 x
10%2 electroes/cm3. Na Tabela 1.1 dao-se valores das densidades electronicas de alguns
metais comuns.

Note-se que as densidades, referidas na tabela, sao cerca de mil vezes mais altas do
que as de um gas perfeito a pressdes e temperaturas normais (No a PTN tem n =
2.7 x 1019 moléculas/cm3). O modelo de Drude trata o gas de electrdes denso do metal
pelos métodos da teoria cinética de um gés neutro e diluido.

Em resumo, no modelo de Drude:

— As interacgoes electrao-electrao, entre colisoes, sao desprezadas—aproximagao do elec-
trao independente.
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Tabela 1.1: Densidades electrénicas no modelo de Drude

Elemento Z n/102cm™3  ro/A

Li (18 K) 1 4.70 1.72
Na (5K) 1 2.65 2.08
K(GBK) 1 1.40 2.57
Rb (5K) 1 1.15 2.75
Cs (5K) 1 0.91 2.98
Cu 1 8.47 1.41
Ag 1 5.86 1.60
Au 1 5.90 3.01
Fe 2 17.0 1.12
Zn 2 13.2 1.22
Al 3 18.1 1.10
Sn 4 14.8 1.17
Bi 5 14.1 1.19

— As interacgoOes electrao-iao, entre colisoes, sao desprezadas. Os ntucleos sao tratados
como uma carga de fundo, positiva e uniforme—aproximacao do electrao livre.

1.2.2 COLISOES E TEMPO DE RELAXACAO

A palavra gas tem a mesma origem que caos. Um gas é visualizado como um conjunto de
particulas que se movem de um modo cadtico. Cada particula move-se, a alta velocidade,
em linha recta, até colidir com outra, ou até colidir com as paredes do recipiente onde
o gés esta contido, sofrendo uma mudanga de trajectoria, de um modo semelhante ao
movimento de bolas de bilhar. Num gas, as distancias entre moléculas sao, em média,
muito maiores do que as dimensoes das moléculas, pelo que as forcas intermoleculares
sao desprezaveis e s6 a energia cinética translacional tem valores significativos. A lei
dos gases perfeitos, PV = nRT, em que P=pressao, V=volume, n=ntmero de moles,
R—=constante dos gases perfeitos e T=temperatura absoluta, é uma relacao empirica e
que pode ser explicada com base no movimento livre das moléculas, sem interacgoes,
para além das colisoes. Este modelo é a base da teoria cinética dos gases, que é um
movimento cadtico de massas pontuais.

A teoria cinética dos gases permite chegar a um conjunto consideravel de conceitos de
grande importancia e que podem deduzir-se de um modo muito simples. Um dos conceitos
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mais importantes é o de velocidade média, vg.%. Uma vez estabelecida a relacdo entre
velocidade média e temperatura, pode calcular-se o nimero médio de colisdbes que uma
particula sofre, por segundo. A distancia média percorrida entre colisoes € o livre percurso
médio, podendo assim definir-se um tempo médio entre colisées, T.

No modelo de Drude, as colisoes ocorrem entre os electroes e os ides fixos e sdo consi-
deradas responsaveis pela resisténcia eléctrica. Estas colisdes sao eventos instantaneos
que alteram abruptamente a velocidade dos electrées. No instante da colisdo, o electrao
esquece-se da sua velocidade anterior, emergindo com uma velocidade média dada pela
equagao 3/2 kpT = 1/2 mv, (kp=constante de Boltzmann). Embora esse modelo esteja
muito longe de explicar todos os factos, d4 uma descricao qualitativa razoavel em muitos
aspectos. A ideia béasica é a de que os electroes sofrem colisdes instanténeas, com uma
probabilidade 1/7, por unidade de tempo, sendo 7 o tempo médio entre colisoes, e que
viajam livremente entre colisoes.

A probabilidade de colisées, no tempo dt, é dt/7, sendo T independente, quer das posigdes
dos electroes, quer das suas velocidades.

O tempo 7 é conhecido por tempo médio entre colisdes ou tempo de relazagao. Significa
que um electrao tomado ao acaso, num dado instante, mover-se-a, em média, um tempo
T, até & préoxima colisdo, e ter-se-a4 movido, em média, um tempo 7, desde a sua ultima
colisao.

Supoe-se que, apos cada colisao, os electroes emergem com velocidades nao correlaciona-
das com as suas velocidades anteriores, sendo as suas direcgoes aleatorias. As velocidades
médias dependem apenas da temperatura da regiao onde ocorre a colisao. Quanto mais
quente for o local da colisao, maior sera a velocidade com que os electroes emergem das
colisoes.

Colisoes com qué? Pode perguntar-se. Drude pensava que era com os nicleos dos ioes.
Hoje sabe-se que as colisoes se dao com os i0es, quando fora das suas posicoes de equilibrio
(vibragbes térmicas ou fondes como veremos). Contrariamente ao que se passa num gas
perfeito, os electroes nao sofrem muitas colisoes entre si, facto que iremos estudar mais
tarde. Uma compreensdo qualitativa (e nalguns casos, quantitativa) da condugdo em
metais, é possivel, assumindo simplesmente que existe um mecanismo de colisoes, sem
ser necessario especificar detalhadamente esse mecanismo.

4Note-se que, num volume macroscopico de gas, a velocidade resultante é nula.
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Figura 1.2: Trajectéria de um electrao de condugao colidindo com os ioes, de acordo

com o modelo de Drude.

1.2.3 LIVRE PERCURSO MEDIO

Drude recorreu portanto a relagao classica de equiparticao de energia
1/2 mv2 = 3/2 kT (1.5)

donde se pode concluir que, a temperatura ambiente, vy ~ 107 cm/s, sendo 7 ~ 10~ s,
como veremos mais tarde.

Definiu também um livre percurso médio, { = vyT, que nas circunstancias anteriores
sera de cerca de 10 A, valor que é da ordem de algumas distancias interatomicas, e que,
portanto, esta de acordo com o pressuposto de que os electroes colidem com os i6es fixos.
Veremos, mais tarde que os valores de vy sdo da ordem de 108 cm/s, correspondendo a
valores de ¢, da ordem de 100 A, e, portanto, incompativeis com a imagem simplista de
colisoes de electroes com os ioes imoveis.

1.2.4 CONDUTIVIDADE ELECTRICA

5 num meio

Admitamos que, por acgao de um campo eléctrico, os electroes se deslocam
viscoso, ou com uma for¢a de atrito proporcional & velocidade de deriva, vq. A equagao

do movimento para um electrao sera
dVd

m— = —eE — yvgq (1.6)

5Notar que, neste modelo, os electrdes se deslocam aleatoriamente com velocidades em todas as direcgdes,
de modulo vg, apenas dependente da temperatura. Esta velocidade nada tem que ver com o campo
aplicado. A velocidade resultante do campo aplicado é a velocidade de deriva (drift) e sera designada
por vq4.
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que se pode integrar facilmente®. Resolvendo a equacdo com a condicao inicial vq = 0
para t = 0, obtem-se

E ~
Vq = —e—(l —e mh) (1.7)
Y
Esta formula sugere um tempo de relaxagao, 7 = %, podendo escrever-se
eET t
=——(1-e~ 1.8
va=-T(1-¢%) (1)

Ap6s um tempo da ordem de 7, (tempo de relaxagéo), a velocidade atinge um estado

estacionario cuja velocidade é v = —EE#.
Podemos entao escrever: )
nesr
J=—-nev= E (1.9)
m
e
2
ne-r
o= (1.10)
m

Temos, assim, uma expressao da condutividade, que estd de acordo com a experiéncia
(lei de Ohm), mas que introduz o pardmetro, 7, ou tempo de relaza¢ao, que carece de
uma investigacao aprofundada.

Vimos que a velocidade v, é proporcional ao campo aplicado E. Pode, assim, definir-se
uma nova grandeza, a mobilidade, u, tal que v = pE, ou

(L1

sendo
er
= — 1.12
n=— (1.12)
Note-se que as unidades de p sao [p]sr = \‘,“If:l =m?V-ls7h

1.2.5 EQUACAO DE MOVIMENTO DE UM ELECTRAO LIVRE SUJEITO A FORCAS
EXTERIORES

A partir do conceito de tempo de relaxagao pode obter-se a equagao do movimento para
os electroes num metal (uma generalizacao da eq. 1.6), a que chamaremos “livres”, (notar
o entre aspas) submetidos a forgas exteriores, seguindo o raciocinio seguinte:

1. Quando actuados por uma forga F(t¢), devida a campos exteriores, os electrdes
adquirem um momento médio p(t).

6 aj_ll;l = +in (a+ bx)

10
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2. Num intervalo de tempo dt, uma fracgao % do conjunto dos electroes do metal
sofrera colisGes.

Se admitirmos que apds uma colisdo, o momento médio por electrdao é nulo (colisoes
aleatorias), a variagdo média do momento por electrdo num intervalo de tempo dt é dada
aproximadamente por:

dp = F(t)dtfpﬂ (1.13)
T
ou
dp P
— =F@)— = 1.14
S JORE (1.14)

que é portanto portanto a equagao geral do movimento de um electrao “livre” num con-
dutor sujeito a uma forca exterior, F(t). O termo —2 ¢ equivalente a um coeficiente de

atrito.

Usando a equagao do movimento 1.14, atendendo a que para a condutividade eléctrica,

F(t) = —eE (1.15)
e tendo em conta que no estado estacionério ‘{%’ = 0, obtém-se:
p
—cE == 1.16
k=2 (1.16)
Atendendo a que v = p/m, vem,
eET
=—— 1.17
v=-22 (1.17)
e consequentemente:
2
j=-nev=""Tg (1.18)
m
sendo portanto a condutividade dada por
: 2
j nest
= = 1.19
? E m ( )

que é idéntica a expressao 1.10.

Os valores de 7 sdo da ordem de 10714 a 107! s, & temperatura ambiente, para as
resistividades dos metais tipicos como o cobre, uma vez que p é da ordem do uf)cm.
O livre percurso médio (£ = voT) sera entdo da ordem de 1 a 10 A (1A=10""m) ¢ a
velocidade média vy da ordem de 107 cms™!, valor que, como ja vimos, pode ser estimado
a partir da equiparticdo (classica) de energia 1/2 mv3 = 3/2 kgT.

O livre percurso médio, ¢, é da ordem das distancias inter-atomicas o que é consistente
com as ideias de Drude, (colisoes dos electroes com os ides pesados). No entanto, a baixas

11



GAS DE ELECTROES

temperaturas os valores das grandezas acima referidas nao estao de acordo com o modelo
de Drude. Para o cobre monocristalinoa T'=4K, 7 = 2x107?s, vg = 1.57 x 108 cm s~ 1,
dando para ¢ um valor de cerca de 3 milimetros, ou seja cerca de 107 vezes a distancia
entre dtomos vizinhos. Estes valores sao clara evidéncia de que os electroes nao se
movem aleatoriamente, colidindo simplesmente com os i6es, como Drude supods. Para
compreender esses valores é necessario admitir que a rede cristalina é dindmica e fazer
uso da mecénica quantica.

Apesar disso, podemos continuar a utilizar, em muitas situagoes, as ideias e os conceitos
de Drude, mesmo sem uma compreensao precisa sobre a causa das colisdes. Existem
muitos parametros independentes de 7, que ainda hoje sao de interesse fundamental,
uma vez que o tratamento quantitativo preciso dos tempos de relaxacao continua a ser
um dos pontos fracos das actuais teorias do transporte, nomeadamente da condutividade
eléctrica. Em resultado disso, alguns desses parametros independentes de 7 fornecem,
em muitos casos, informacgao de bastante confianca.

A condutividade eléctrica dos sélidos varia entre cerca de 10720 Sem™! (siemen por
centimetro) ou (27 'em™1), ou no sistema SI, 10718 Sm~!, para os isoladores, até co
para os supercondutores. Na Tab.1.2, apresentam-se valores da condutividade e de 7

para alguns metais comuns, a duas temperaturas diferentes.

Dentro de certa medida, o modelo também explica a variagao da resistividade dos metais
com a temperatura, na medida em que, um aumento da temperatura implica maior
numero de colisoes.

Vejamos como se conseguem obter experimentalmente valores de n.

1.2.6 EFEITO DE HALL

Em 1879, E. H. Hall” realizou uma experiéncia com o fim de determinar se a influéncia de
um campo magnético exterior aplicado a um fio metélico, gerava uma forga sobre o fio,
ou s6 sobre os transportadores de carga (que agora chamamos electroes), em movimento.
Hall pensava que, se a for¢a do campo magnético se exercia sobre os electroes, a corrente
deveria ser desviada para um dos lados do fio, aumentando a sua resisténcia. Nao tendo
conseguido observar esse aumento de resisténcia, concluiu que tal nao acontecia porque
os electroes ndo podiam sair do fio, devendo, por essa razdo, gerar uma tensao eléctrica,
perpendicular a este, o que, de facto, observou. Hoje, sabe-se que, em determinados
materiais, hd também um aumento da resisténcia, chamado magnetorresisténcia.

7Am. J. Math.2,287 (1879)

12
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Tabela 1.2: Valores da condutividade e de T para alguns metais comuns, a duas
temperaturas diferentes. Um exercicio ttil consiste em comparar estes valores
com os calculados a partir da tabela 1.1.
Elemento  o/uf2cm o/ukcm T7/107 s T7/107 s
(T=77K) (T=273K) (T=77K) (T =273K)

Li 1.04 8.55 7.3 0.88
Na 0.8 4.2 17 3.2
K 1.38 6.1 18 4.1
Rb 2.2 11 14 2.8
Cs 4.5 18.8 8.6 2.1
Cu 0.2 1.56 21 2.7
Ag 0.3 1.51 20 4-0
Au 0.5 2-04 12 3-0
Fe 0.66 8.9 3.2 0.24
Zn 1.1 5.5 2.4 0.49
Al 0.3 2.45 6.5 0.80
Sn 2.1 10.6 1.1 0.23
Bi 35 107 0.072 0.023

13
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A experiéncia de Hall estd esquematizada na Fig. 1.3. Se fizermos passar uma corrente
eléctrica na direc¢do do eixo dos xx e aplicarmos um campo magnético (cujo valor da
indugao® ¢ B) na direcgao dos eixo dos yy, cada electrdo estara sujeito a uma forga de
Lorentz que o obriga a desviar-se na direccao do eixo dos zz.

T Ey
<

L el & Ex
I | S N _f}
J
+ ‘/+ s+ 23/ X
et

B_,,..
Figura 1.3: Efeito de Hall. a) Electrées acelerados pelo campo eléctrico E = Eg,
para a esquerda, e deflectidos para cima, por ac¢do do campo magnético B = By. A
acumulagao de cargas a superficie gera um campo de Hall, E = Ey (segundo zz), que

impede a acumulagdo de mais cargas, no estado estaciondrio.

Em consequéncia, haverda uma acumulacao de electroes num dos lados da amostra e
uma deficiéncia no outro lado. A medida que as cargas se acumulam, cria-se um campo
eléctrico na direcgao do eixo dos zz, chamado campo (ou tensdo) de Hall, que se opoe ao
movimento e & continuagao da acumulagao. Chama-se coeficiente de Hall, Ry, & razao
Ey E,

=L e § razao 5

B , chama-se magnetorresisténcia transversa, p(H).
w

Para calcular o coeficiente de Hall e a magnetorresisténcia, recorremos a equagao do

movimento (eq.1.14), atendendo a que a forga de Lorentz ¢° F = —¢(E + v x B), vindo
portanto:
d—pz—e(EJerB)—E (1.20)
dt m T
Como, no estado estacionario, % =0, e supondo que E e p podem ter componentes em

x, y e z, mas que o campo magnético s6 tem componente em y (ver Fig.1.3), obtemos as

8 As equagdes seguintes estdo escritas no sistema internacional, SI,—Ver apéndice. No sistema de Gauss
(cgs), B deve ser substituido por B/c. E, no entanto, habitual usar H (em gauss) em vez de B, uma
vez que em soblidos ndo magnéticos (ou pouco magnéticos) B ~ H. Note-se, no entanto, que a unidade
de H é o oersted e a unidade de B, o gauss.

9Usaremos a notagao X para o produto externo entre dois vectores.

14
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trés componentes da equagao 1.20:

B -
—eE,+ p. -2 =0
m T
—eB, — 2 =0 (1.21)
T
B 2
_eEz+67p;E_pi:0
m T

B tem dimensdes de uma frequéncia, (s™1), e chamarse frequéncia ciclotronica ou
m ’ ’

frequéncia do ciclotrao, w,

eB

m

We =

(1.22)

e representa a frequéncia do movimento de um electrao “livre” em torno do campo mag-
nético aplicado.

Do sistema (1.21), pode também ver-se que a resisténcia (medida segundo ) nao depende
do campo (magnetorresisténcia nula neste modelo). De facto, da 1* equagao, no estado
estacionario, j, = 0 (p. = 0 — os electroes ndo podem sair do condutor) e j, = oF,,
que da, portanto, para a resisténcia, o mesmo valor que na auséncia de campo.

Pelo mesmo argumento (p, = 0) e combinando a 1* com a 3* equagdes do sistema,
obtém-se o valor do campo de Hall, Ff, que deverd compensar a componente F,, ou
seja By = —E, = —<B7F_

m
Se atendermos a que j, = ocE, = "ijEz , vem para o coeficiente de Hall, Ry = JE,%
1
Ry =—— (1.23)
ne

Note-se que o sinal do coeficiente de Hall é o mesmo dos transportadores de carga, —e.

Na vida real, Ry depende de B, da temperatura e da qualidade de amostra e tem por
vezes o sinal errado. Na tabela 1.3 apresentam-se, a titulo de exemplo, os valores do
coeficiente de Hall para alguns metais.

Veremos mais tarde que se podem considerar transportadores de carga positivos a que
chamaremos buracos, cuja densidade designaremos por p. Nesse caso o coeficiente de
Hall seré positivo.

1 1
Ry = —— | paraelectres; para buracos (1.24)
ne pe

O ntimero (densidade) e o tipo de transportadores de carga (electrdes, n, ou buracos,
p) podem ser, portanto, medidos, recorrendo ao efeito de Hall. Este tipo de medida é

15
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Tabela 1.3: Coeficientes de Hall, & temperatura ambiente, de alguns metais.

Metal Valéncia Rg/107*°m3*C™!

Li 1 —1.70
Na 1 —2.357
K 1 —4.451
Rb 1 —5.04
Cu 1 —0.54
Be 2 +2.43
Mg 2 —0.83
In 3 +1.596
Al 3 +1.022

de grande utilidade na caracterizagdo de semicondutores dopados (contendo atomos de
valéncia diferente). Com esta experiéncia é possivel medir concentragdes da ordem de

3

10'2 electrdes por cm?, ou seja, da ordem de um electrdo proveniente de um dtomo dador

em 10'0 atomos de silicio, por exemplo.

Vimos como podemos determinar experimentalmente um valor de n, mesmo que nao
saibamos ainda exactamente o que ele significa. Deve também dizer-se que se poderao
obter valores de n diferentes, consoante a experiéncia feita e consoante o modelo utilizado,
pois nao é possivel fazer uma contagem dos electroes como se estes fossem objectos

comuns.

1.2.7 CONDUTIVIDADE AC DE UM METAL E PROPRIEDADES OPTICAS

Da quarta equagao de Maxwell num meio material, V. x H=J + %—? (ver apéndice A2)
e das relagbes D = ¢E e J = ¢E podemos deduzir para campos oscilantes da forma
E=E(e™" quedio € =ivE ,

VxH=0E+iweE (1.25)

ou
VxH=(oc+iwe) E (1.26)

donde se pode inferir uma condutividade complexa da forma

Ocomplexa = O + iwe (127)

16
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ou
VxH:iw<57ig>E (1.28)
w
donde se pode inferir uma permitividade complexa da forma
o

Ecomplexa = € — 'La (129)

conclui-se assim que a parte real da condutividade complexa é a condutividade, e a parte
imaginéria é a permitividade. A parte real da permitividade complexa é a permitividade
e a parte imaginaria é a condutividade:

Re(o) =0 Re(e) =«

Im(o) =we Im(g):—%

POLARIZABILIDADE ELECTRONICA E PERMITIVIDADE

Quando um material é sujeito a um campo eléctrico, cada um dos seus electrées vai
deslocar-se por acgao do campo, dando origem a um momento dipolar nao permanente
ou induzido, proporcional ao campo

p, =—er=coaE (1.30)

K2

em que r é o desvio relativamente & posigao de equilibrio do electrao, que varia por acgao
do campo e « é a polarizabilidade.

Por outro lado, a equagao de movimento a que obedece o vector posigao do electrao r,
quando sujeito a um campo, é

d?>r ldr
- —F = —¢E 1.31
m(dt2+7'dt> e (1.31)

sendo o primeiro termo a aceleragao, o segundo, a forca de atrito com o coeficiente 1/7

e F = —¢E, a for¢ca de Lorenz.

Na presenca de um campo oscilante da forma E = Eg ¢! que implica oscilacdes em r,
da forma r = rg e™?. Fazendo as derivadas na equacdo 1.31 obtém-se
w
m(—w2 —i—i—) r=—cE
T
donde se deduz )

e
r=-—— ———
m —w? +i%

17
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No modelo de Drude, ha n electroes livres com tempo de relaxacao 7, donde resulta uma

polarizac@o (que é o momento dipolar por unidade de volume) da forma P = npu; = —ner,

ou seja

ne? 1

p="
m —w?+i?

Mas, atendendo a 1.30, P = n u; = ¢gna E, donde

ne? 1

no= _—
gom —w? +1i<

vindo para a permitividade, que é € = ¢ (1 + na) (ver apéndice A3)

1+n62 1
e=¢ _——
0 gom —w? +1i%

Temos agora varias situagoes:

1
Para baixas frequéncias w < — (note-se que 7 ~ 1013 s), d4
T
( ne’r 1 >
e=¢gp(1—1 —
gom w

Os n electroes livres dao a condutividade de Drude

ne Tt

oo =—Im(e)w = -

. 1 - - e
Para frequéncias elevadas w > — os n electroes dao uma permitividade
T

1’L62
E =& 1-— 5
Eomw

o2
E:£0<1——’2’)
w

em que w, ¢ chamada a frequéncia do plasma e é dada por

ou

TL62

Eom

2
“p
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Para frequéncias intermédias, podemos partir da expressao 1.32. Multiplicando o segundo
membro de dentro do paréntesis por i e simplificando, vem usando 1.33

()
e=¢gll—t —"——
0 cow(1+iwr)

que, atendendo a relagao 1.29 da

00

o(w) =—=Im(e)w = Thior

(1.36)

Se calcularmos o valor de o(w) para diversas gamas de frequéncias, constata-se que, no

limite das baixas frequéncias (w < —), a condutividade a.c. (corrente alterna) se reduz a

condutividade d.c. (corrente continua) de Drude, adquirindo uma componente imagina-
ria significativa & medida que w se aproxima de 1/7, havendo uma indeterminagao quando

w = 1/7. No extremo das muito altas frequéncias (w > —), a condutividade é um imagi-
T

L. .00 e T . N
nario puro o(w) = —i—. Numa regido intermédia, mas ainda de altas frequéncias (em
wT
1 . i ) ) oo ne?
que w > —), a condutividade é complexa e o seu modulo é dado por o(w) = — = —.
T wT  mw

Note-se que nesta regiao a condutividade nao depende de 7.

Uma condutividade complexa apenas introduz uma componente da corrente J = oE que
esta desfasada de E de 90°.

Suponhamos uma onda electromagnética plana E = Eq e« em que'® k = {k} = w/Jioc.
Para ¢ < 0, mas real, k = i« (k é imaginério puro), com « = wy/—pge. Teremos

E = EO efarefiwt
Esta equagao significa que a onda electromagnética decai exponencialmente, no espago,

isto é, ndo se propaga, a menos de uma pequena penetragdo. Nao ha perdas. A radiagao
incidente é reflectida.

Para e complexo!!

Wooo 1

. 00 . .
= =~ — = — (1 = — (1
k = wy/1oe = wy/lo \/z 0w \/ 2o (1414) 3 (1414)

ONote-se que k = |k| = 27/\, A = ¢/v e v = 27/w, donde k = w/c, sendo ¢ é a velocidade da luz no
vacuo. Num material de indice de refrac¢do n, com n, = /%, a velocidade de propagagao da radiagao

electromagnética é v = ¢/n,. Mas ¢ = 1/,/po o (ver apéndice A3), pelo que, num meio ndo magnético

(1= po), k = |k| = w/noe.

1 Fazendo vi = % (1+14).
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E = Eqe ®/% ¢l (@/0-w1) (1.37)

Isto significa que a onda é atenuada (ha absor¢ao de radiacdo) e que se propaga (oscila)
mas decai exponencialmente no interior do material. A este fenémeno chama-se efeito de
pele. Para o cobre a w = 60 Hz, § =~ 1cm.

Ha perda de energia quando J e E estéo em fase, i.e., para o real (resistivo). A compo-
nente imaginaria de o, I'm(o) esté fora de fase relativamente ao campo, ndo ha perda de
energia e o meio é reactivo.

o real implica € imaginério e o imaginério implica ¢ real. Portanto I'm(e) implica perda
de energia interna, o campo interno fica fora de fase relativamente ao campo externo E.
Por exemplo, para um metal com w < wy, e w > 1/7,

2 2 2 2

w w w w

_ p . _“p. _ % P
Re(e) = €9 5~ ———; Im(e) = gy < =5

Entao para um "bom" metal, Im(e) é pequeno comparado com Re(e), significando que
¢ um bom reflector (a luz nao se pode propagar) e ndo ha muita absorcéo.

Se w > wy,, entao € > 0 e real, sendo o metal transparente. E o caso dos metais alcalinos
que sao transparentes no ultravioleta. Na Fig.1.4, representa-se a variagdo de £ em
toda a gama de frequéncias Usando as relagoes w = 27v e A = ¢/v, pode-calcular-se o

€
Transparente
€
1012 108 10"
[
R(w)
Reflecte toda a luz Transparente
1
wp w

Figura 1.4: Representagao esquemdtica da variagao de € e da reflectancia R(w) em

toda a gama de frequéncias.

comprimento de onda correspondente a frequéncia do plasma.
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Para sabermos se um dado material é transparente ou nao, podemos, em primeira aproxi-
magao, se ele for um metal (ou pelo menos se tiver electroes livres — condigao de validade
do modelo de Drude), calcular a sua fequéncia do plasma e ver se ela esta aquém ou além
da frequéncia da luz que estamos a fazer incidir sobre o material.

Quando w < w, a permitividade é negativa e a luz é totalmente reflectida, uma vez que
a reflectancia é dada por R~ 1 — % sendo n, = , /é. Os metais alcalinos (Na, K,

etc.), com n ~ 1023 electroes por cm? (1029 electrdes por m?), o que da para w, = E’z%
valores da ordem de 10'°rad/s, ou A, ~ 100 nm, e uma vez que o espectro luz visivel se
situa na gama dos 380 nm (3.2 €V) a 750 nm (1.6 e€V), os metais tipicos reflectem a luz
visivel, sendo transparentes no UV. Este resultado indica que os electroes s desses metais

se comportam essencialmente como electroes livres.

Os polimeros conjugados, com densidades electréonicas muito menores do que os metais
tipicos, mais concretamente com valores de n entre 2 x 102! e 4 x 10%! electrdes por
cm?, como se pode prever se notarmos que numa cadeia de polimero héa dois electrdes
"livres" por ligacao conjugada, a situacao é completamente diferente. Os valores da
frequéncia do plasma, (tomando o valor n = 2 x 102! /cm?) sdo da ordem de w, =
2.5 x 10" rads™! e A\, = 747nm, o que implica que o comprimento de onda do plasma
é, na quase totalidade do espectro, maior do que o comprimento de onda da luz visivel,

sendo portanto praticamente transparentes no visivel.

1.2.8 PROPRIEDADES TERMICAS DO GAS DE ELECTROES
CONDUTIVIDADE TERMICA

Tal como definimos uma densidade de corrente eléctrica, como o fluxo de carga por
accao de um campo eléctrico exterior, que actua sobre o gés de electroes, podemos
também definir uma densidade de corrente térmica, j,, como um fluxo de energia, (energia
transportada através de uma unidade de area, por unidade de tempo). Neste caso, a forga
que actua sobre o gas de electroes sera um gradiente térmico, VT, que constitui a lei
empirica de Fourier.

jo = —KVT (1.38)

k ¢ a conduvidade térmica e tem dimensoes, no sistema SI, [x] = Wm™1K~! (watt por
metro e por kelvin). j, tem dimensdes [j,] = Wm™2 (watt por metro quadrado—é um
fluxo de energia).

O processo de transporte de energia é um processo aleatorio, resultante do facto de que
os electroes do lado quente tém velocidades quadréticas médias maiores do que os do
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lado frio, i.e., U02quente > g2 trio- O fendmeno pode visualizar-se como se dos electroes
que estdo no meio, metade fosse para o lado quente, arrefecendo essa extremidade, indo
a outra metade para a extremidade fria, aquecendo-a. Para fazer uma estimativa da
condutividade térmica, consideremos que € (T'[z']) é a energia térmica média por electrao,
cuja colisao ocorreu no ponto z’. Os electroes que chegam ao ponto x vindos do lado
mais quente terao tido a sua ultima colisao no ponto x — v7, e transportarao portanto
uma energia térmica € (T [z — vT]) e os electroes que chegam ao ponto x vindos do lado
mais frio terdo tido a sua ultima colisdo no ponto x + v7, e transportarao uma energia
térmica e (T [z + v7]). A densidade de corrente térmica segundo a direc¢do = (ver Fig.
1.5), sera, assim, dada por

jo = %nv[e Tz —vr]) ¢ (T +vr)) | (1.39)

Supondo que a variacao de temperatura ao longo de um livre percurso médio, ¢, é muito

Quente X! EVT Frio
VT
-
1q

Figura 1.5: Representagdo esquemética da condutividade térmica.

pequena, e que v nao depende de £(T"), podemos expandir ¢[T'(x)] em série de Taylor!?

e obter p T
Jq = nv?r <5 (—) (1.40)

Para passar a trés dimensoes basta substituir v pela componente v, da velocidade elec-

tronica v, e fazer a média sobre as trés direcgoes do espago. Uma vez que, no equilibrio,
: : : : s 2\ 02\ o2\ _ 1,2
a velocidade é aproximadamente isotropica, (vy) = (vy) = (vi) = 3v°, e uma vez que

nde/dT = (N/V)de/dT = (dE/dT)/V = ¢,, o calor especifico electrénico, temos

1
Jg= §v27'cv (=VT) (1.41)

ou ) )
k= ~v’Tc, = —lve, (1.42)
3 3

12¢[T(2)] =[T(x0)] + 4 (%)zo (x — z0) + .. .
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Existe uma relacao importante entre a condutividade térmica e a condutividade eléctrica,
chamada lei de Wiedermann-Franz que se traduz na seguinte relagao:

K %vzrcv %cvaQ
g = Taetr ne2 (143)
m
Uma vez que no modelo de Drude, ¢, = %nkB e que %mv% = %nkBT, podemos escrever
3 (k)
”:2<B>T (1.44)
o e

que é portanto uma relagao independente de 7 e do metal. Esta lei de Wiedermann-Franz
tem a dependéncia correcta com a temperatura, bem como o valor correcto, o constituiu
uma boa defesa da teoria de Drude.

PODER TERMOELECTRICO

Quando calculamos a condutividade térmica, ignoramos alteragoes da velocidade com
a temperatura. As diferencas de velocidade, (Fig.1.6), dao inicialmente origem a uma
corrente eléctrica, mas é imediatamente estabelecido um campo eléctrico que a anula,
a nao ser que se liguem fios para deixar a corrente passar. Gera-se assim um campo
(tensdo) em direcgao oposta ao gradiente térmico. Esse campo é da forma:

E=SVT (1.45)

Usando um raciocinio idéntico ao que usamos para a condutividade térmica, podemos

—> Vo
i -y
J

vquente > Vg

Figura 1.6: Representagao esquemdtica do efeito de Seebeck (poder termoeléctrico).

escrever para a velocidade de transporte de energia'3:

vg = %[v (x—v1)—v(x —|—v7')} = —TUZ—U = —T% (U;> (1.46)

13Note-se que v (z — v7) quer dizer que v é fungdo de (x — vT), etc.
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Podemos também generalizar para trés dimensdes substituindo v? — v2, e notando que
(vZ) = (v2) = (v2) = $v%, de modo que

T Y z
T dv?
- (VT 1.47
vs =~ o (VT) (147
vg é a velocidade média devida ao gradiente térmico. Atendendo a que a velocidade
média devida ao campo E, vg = —ZE e a que vy +vg = 0, vem
so_Ldm? e gnke_ kn s qg-tyget (1.48)
~ 3edT 2 3ne  3ne 2 '

Notar que as unidades de S sao volt por kelvin. Este valor é cerca de 100 vezes maior do
que o observado nos metais simples.

Note-se que, tal como no caso do efeito de Hall, o sinal do poder termoeléctrico é, em
principio, o sinal da carga, mas também aparecem valores com o sinal aparentemente
errado.

Para medir o poder termoeléctrico teria que ser imposto um gradiente de temperatura
a uma amostra (uma ponta a uma temperatura e outra ponta a outra temperatura), e
medir a tensao gerada. Isso implica um circuito que tem necessariamente um caminho
de volta, que se for do mesmo metal, anula o gradiente de temperatura e se for de outro
metal, gera uma nova tensao termoeléctrica, a menos que o retorno seja feito através de
um supercondutor, cujo poder termoeléctrico absoluto é nulo. O modo usual para medir
o poder termoeléctrico consiste em usar um circuito com dois metais diferentes ligados
como mostra a Fig. 1.7. Deste modo, mede-se o poder termoeléctrico de um dos metais
relativamente ao outro. Se o valor absoluto de um deles for conhecido, pode calcular-se o
outro. Normalmente utiliza-se o ouro, como referéncia, por ter um poder termoeléctrico
muito pequeno e muito bem conhecido. O conhecimento do poder termoeléctrico (tam-

Metal A

e TO
T] v
7 To

Metal B

Figura 1.7: Esquema de um circuito para medir o poder termoeléctrico. O voltimetro
mede a diferencga entre as tensoes termoeléctricas geradas pelo gradiente de tempera-
tura (T1 — To).

bém conhecido por efeito de Seebeck) dé-nos informagoes importantes sobre a natureza,
o nimero e interacgoes dos transportadores de corrente. O sinal da-nos informacao sobre

24



IDENTIFICACAO DAS QUESTOES BASICAS

se os transportadores de corrente sao electroes (—) ou buracos (+). O poder termoeléc-
trico é também uma medida da entropia dos transportadores de corrente. Existe uma
grande variedade de efeitos termoeléctricos, como por exemplo, o efeito Peltier e o efeito
de Thomson.

1.2.9 LIMITACOES DO MODELO CLASSICO

Durante a descricao da aplicacao da teoria de Drude & descrigao de varios fenémenos
feita acima, varias discrepancias entre essa teoria e os resultados experimentais ficaram
sem explicagao. Nomeadamente, porque é que o sinal do campo de Hall apresenta por
vezes o sinal contrario ao esperado se os portadores de carga forem electroes e, em geral,
é dependente de B; como explicar a dependéncia com a temperatura de 7 e £, qual é o
significado de energia térmica por electrao; porque é que o valor do poder termoeléctrico
estimado é vérias ordens de grandeza diferente do experimental e por vezes apresenta sinal
contrario ao previsto pela teoria; e, finalmente, porque é que a contribuigao electronica
para o calor especifico é cerca de cem vezes menor do que o assumido por Drude.

Nao é possivel continuar a desenvolver uma teoria do electrao livre sem recorrer ao uso de
estatistica quantica. Fazendo do gés de electroes classico de Drude um gds de electroes de
Fermi permite resolver algumas das discrepancias observadas nas propriedades térmicas.
Este é o assunto que vamos tratar a seguir. Outras anomalias terao de esperar por
modificagoes & aproximacgao do electrao livre.

A inadequagao do modelo de Drude para explicar alguns dos resultados experimentais e
as duavidas, que levantou, definiram os problemas com os quais a teoria dos metais teve
de se haver, no quarto de século que se seguiu. O modelo de Drude previa, por exemplo,
que a resistividade de um metal tendesse para zero com a temperatura. Essa previsao
levou Kamerlingh Onnes, em 1911, trés anos depois de ter conseguido liquefazer o hélio
(Tep, = 4K), a procurar comprovar experimentalmente a teoria. Kamerlingh Onnes
esperava encontrar uma diminuicao gradual da resistividade a medida que, baixando a
temperatura, se aproximasse do limite que conseguia atingir (aproximadamente 1 K).
O que observou surpreendeu-o (Fig.1.8). De facto, observou a diminuigao gradual da
resistividade até cerca de 4 K, ocorrendo entao uma diminui¢ao brusca até uma resisténcia
da ordem de grandeza da sensibilidade do seu aparelho (107°Q). A este fenémeno,
que reproduziu em varios outros metais, chamou supercondutividade. O fenémeno da
supercondutividade permaneceu sem uma explicagao minimamente aceitavel até 1957,
altura em que Bardeen, Cooper e Schrieffer formularam a teoria hoje conhecida por
teoria BCS. A supercondutividade constitui ainda hoje um dos maiores mistérios da
fisica do estado sblido, e uma das areas cientificas mais activas e mais apaixonantes.
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Figura 1.8: Grafico do tipo do obtido por Kamerlingh Onnes, para uma amostra de

merciurio.

A existéncia de buracos, referida na experiéncia de Hall, e que se observa, em particular,
nos semicondutores, e o facto de que a condutividade aumenta com a temperatura suge-
rem que nos semicondutores, a T' = 0 K, nao existem cargas "livres” e que & medida que
a temperatura aumenta ha electroes que se vao "libertando”, criando buracos também
"livres”. A condutividade dos semicondutores sera assim a soma da condutividades dos
electroes, em namero de n com a dos buracos, em nimero de p,

o=npce+plpe (1.49)

Esta ideia estd de acordo com o facto de que a condutividade dos semicondutores é
termicamente activada, seguindo uma lei de Arrhenius, da forma

o =o0ge AE/FBT (1.50)
em que AF seria a barreira de potencial para a formacao de pares electrao-buraco.

Uma outra questao importante no contexto das propriedades de transporte é a massa,
m, que é, em principio, a massa do electrdao. E, no entanto, por vezes mais expedito
admitir que m é um parametro do modelo escolhido, que tem unidades de massa, e que
tera alguma relacao com a massa do electrao. Serd mesmo melhor usar o simbolo m* e
dar-lhe o nome de massa efectiva — faz as vezes de massa. O seu verdadeiro significado
fisico e o seu calculo terao de ser discutidos no contexto dos modelos que descrevem o
comportamento dos electroes nos soélidos. Faremos isso no Cap.2

E que dizer a cerca de 7, o tempo de relazacio? E evidente que o movimento dos electrdes
no solido é afectado por varios tipos de interacgoes com outras entidades presentes (outros
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electroes, ides, etc.). O calculo de 7 é um dos problemas mais complexos da fisica do
estado sélido. Em rigor, deveria ser tratado no contexto de teorias dos muitos corpos.
Esta é uma das questoes importantes que teremos de abordar mais tarde.

Muitas outras questoes se podem poér. Interessa, no entanto, reduzir o maior niimero
de interrogagoes a um conjunto de questoes béasicas que possam conduzir a uma visao
unificada, ou seja a uma compreensao, das propriedades da matéria no estado sélido.

1.3 AS QUESTOES BASICAS

1.3.1 INTRODUCAO

O estado solido é um estado da matéria condensada no qual os atomos estao ligados
quimicamente uns aos outros, mantendo posigoes de equilibrio bem definidas.

A fisica do estado soélido visa a previsao e a compreensao das propriedades fisicas colec-
tivas desses arranjos atomicos.

As propriedades dos atomos livres determinam a natureza dos sélidos de que sao feitos,
mas, quando no soélido, essas propriedades sao influenciadas pelas correlagoes entre os
atomos. A condutividade eléctrica, o ferromagnetismo, o calor especifico e as transicoes
de fase s@o exemplos de conceitos que podem ser definidos para um so6lido mas nao para
um atomo individual.

A caracteristica mais importante dos solidos, e alids de toda a matéria condensada, é a
existéncia de ordem, isto é, de correlagoes entre as posigoes de dtomos vizinhos. Essa
ordem pode ser de curto alcance e restrita & vizinhanca imediata de cada atomo, como
sucede nos s6lidos amorfos, ou mesmo nos liquidos, ou pode ser restrita a microcristais li-
gados uns aos outros de um modo desordenado. Contudo, muitos dos s6lidos apresentam
ordem a longo alcance, i.e., uma estrutura peridédica que se estende a distancias macros-
copicas. O grande namero de estruturas que satisfazem critérios de ordem geométrica e
de ligagao quimica é uma das principais razoes para a grande variedade de fenémenos de
estado solido.

Os cristais reais nao sao perfeitos ou ideais. Todos os s6lidos tém dimensoes finitas
e consequentemente, sdo delimitados por superficies ou limites de grao. Embora este
facto seja trivial, ele é importante em relagao a muitos fenomenos. Os defeitos da rede
cristalina, a presencga de impurezas (dtomos estranhos) e outras perturbagoes locais da
periodicidade da rede, jamais podem ser completamente eliminados num cristal real.
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Mesmo a agitagao térmica dos atomos em torno das suas posigoes de equilibrio constitui
um desvio & periodicidade ideal. A rede periodica é formada, ndo pelos proprios 4tomos,
mas sim pelas suas posigoes de equilibrio. Os atomos s6 permanecem nas suas posigoes
de equilibrio ao zero absoluto, isto é, quando o cristal esta no seu estado fundamental. No
entanto, mesmo a temperaturas proximas da ambiente, os desvios sao em geral pequenos,
de modo que a ordem continua a ser a principal caracteristica do estado sélido.

Os problemas da fisica do estado solido podem ser postos em termos de duas questoes
bésicas:

1. Qual € o estado fundamental de um dado sdlido? Porque é que ele é estdvel?
2. Como se comporta o sdlido sob a acgao de influéncias exteriores?
O primeiro grupo de questoes esta relacionado com conceitos como os de estrutura crista-
lina, ligagdo quimica, coesdo, e energia de ligacao. Note-se, no entanto, que estas questoes
s6 podem ser respondidas através das respostas & segunda questao. De facto, s6 exami-
nando as consequéncias de influéncias externas, como por exemplo o efeito de campos
eléctricos, exposigao a luz, etc., se podem determinar as propriedades do estado fun-

damental. Qualquer experiéncia (ou medida) significa intervencao e consequentemente
perturbacao do estado fundamental.

Os fen6menos de interesse sao caracterizados pelos meios experimentais disponiveis:
1. Efeito de campos eléctricos. Um dos fenémenos a estudar sera o transporte de carga.
A divisao em metais, semicondutores e isoladores é resultante dessas investigagoes.
2. Efeito de campos magnéticos.
3. Gradientes de temperatura.
4. Fenomenos opticos.

5. Interac¢do com feizes de particulas ou de radiagdo (raios-X, electrées, neutroes,
ete.)

6. Introdugdo deliberada de dtomos estranhos (dopagem) ou indugdo de defeitos.

Nao é possivel descrever todos estes fenémenos recorrendo a um tnico modelo teérico. O
sistema de muitos corpos é demasiado complexo. E no entanto possivel utilizar modelos
simplificados para areas de interesse particulares e unificar alguns conceitos em teorias
mais ou menos sofisticadas. Em principio, quanto mais sofisticada for a teoria, maior
ntmero de fenémenos poderé unificar.
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O que se entende entao por estado fundamental de um solido? Para podermos compre-
ender as propriedades gerais do estado solido temos que conceber modelos abrangentes
que relacionem entre si as observaveis ou seja as propriedades e os fenémenos que se
observam.

O que é que é comum a todos os solidos? Ja vimos que é a coesao, devida & ligagao
quimica entre os &tomos ou moléculas que os constituem, e sobretudo a ordem a curto ou
longo alcance. A existéncia de ordem a longo alcance permite usar modelos relativamente
simples a partir dos quais é possivel compreender e fazer previsoes sobre o comportamento
dos soélidos.

Em primeiro lugar temos que conceber um soélido ideal. Uma ideia de solido que seja
representativa de todos os solidos. Podemos talvez comegar por tentar separar os proble-
mas. Uma coisa é o interior do sélido, em que existe ordem tridimensional, i.e., existem
configuracoes atomicas ou moleculares que se repetem, no espago. Que tém simetria
translacional. Outra coisa séo as superficies delimitativas do solido. E mais facil abordar
estes dois aspectos separadamente. Vamos em primeiro lugar debrugar-nos sobre o inte-
rior dos s6lidos, o “bulk”. Para evitar o problemas dos limites, podemos conceber o solido
ideal como um cristal infinito, sem defeitos ou imperfei¢oes. Sabemos intuitivamente o
que isso significa. O estado fundamental seré o estado de mais baixa energia. E o estado
em que se encontra o solido ideal para T = 0 K.

O grande passo que deu origem a fisica do estado so6lido moderna foi a introdugao da
mecanica quantica, nomeadamente a aplicacao da equagao de Schrédinger ao estudo do
movimento das particulas constituintes dos s6lidos — os electroes e os ioes.

1.3.2 HAMILTONIANO DE UM SOLIDO

Para abordar o problema das propriedades gerais dos solidos, no ambito da mecénica
quéntica, a primeira coisa a fazer é estabelecer o hamiltoniano para o problema global.

O hamiltoniano deve conter os operadores da energia cinética de todas as particulas do
solido e das suas interacgoes. Além dos nicleos atémicos, o solido contem dois tipos de
electroes—os electroes de valéncia que estao envolvidos na ligagdo quimica e os electroes
do cerne. Estes estao mais intimamente ligados aos ntcleos atémicos e pouco influenciam
as propriedades do soélido.

Consideram-se separadamente os electrées de valéncia e os ides da rede cristalina como
constituintes independentes do sélido. Esta separagao constitui a primeira de muitas
aproximagoes que teremos de fazer. Analisaremos a sua legitimidade e as suas limitagoes
mais tarde, quando abordarmos o conceito de pseudopotencial.
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O hamiltoniano conteréd entao os operadores de energia cinética de todos os electroes de
valéncia, que, a partir de agora designaremos simplesmente por “os electroes”, e de todos
os “ioes”, bem como os operadores relativos as energias das interacgoes entre todas essas
particulas e ainda, quando for caso disso, das interac¢ées com campos exteriores:

H = He + Hiées + He—if)es + Herct (151)

O primeiro termo devera conter os operadores da energia cinética de todos os electroes e
os das interacgoes electrao-electrao,

He :He,cin+He—e (152)

O segundo termo deve conter os operadores da energia cinética de todos os i0es e os das
interacgoes iao-iao,
Hiées = 1ljes,cin + Hiées—iées (153)

E atil introduzir desde ja uma subdivisao nos hamiltonianos Hjes—jes € He_jes. O n0sso
solido ideal tem uma simetria resultante do arranjo periédico dos ides na rede cristalina.
No entanto, essa periodicidade refere-se as posigoes de equilibrio dos ides e nao as suas
posicoes reais instantaneas. Podemos entao dividir as interacgoes iao-iao em duas partes:
uma que descreve as interaccoes nas posicoes de equilibrio e outra que constitui a cor-
reccao devida aos desvios as posigoes de equilibrio, i. e., as vibracoes da rede cristalina
(fonaoes).

Hiées—iées = Hioaesym‘n + Hfon()es (154)

e também
Hefi&o — Hgfiao + Heffon&o (155)

O termo fondo refere-se, como veremos, as excitagbes elementares que descrevem os
modos normais de vibragao da rede cristalina.

As equacoOes anteriores, com as formas explicitas das varias componentes constituem
os pilares do tratamento quantico das propriedades dos solidos. As formas explicitas
dependem dos modelos e aproximacoes utilizados.

O proéximo passo consiste em passar a resolugao da respectiva equagao de Schrédinger.
Na representagao espacial, obtém-se uma funcao de onda que é funcao das coordenadas.
Na mecénica quantica nao relativista, que usaremos, a forma do hamiltoniano nao tem
em conta o spin do electrao. No entanto essa versao é adequada ao estudo da maior parte
dos problemas que se poem em fisica do estado sélido.

Nao é possivel resolver rigorosamente o problema, como sabemos. Temos que recorrer a
aproximagoes. Em fisica do estado s6lido fazem-se normalmente duas grandes simplifi-
cacoes:
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1. em cada problema é, em geral, possivel considerar certos termos do hamiltoniano
como perturbagoes a um hamiltoniano cuja solugao é conhecida;

2. a simetria translacional da rede cristalina permite simplificar ainda mais o pro-
blema.

As aproximagoes escolhidas dependem das questdes a que queremos responder e da na-
tureza do soélido em estudo.

Um problema que se pde ao ignorar completamente alguns dos termos individuais do
hamiltoniano resulta do facto de que este pode pretender descrever um so6lido em que,
por exemplo, a carga dos electroes nao é compensada pela carga dos ioes, a qual faz parte
de outro termo. E o caso de considerarmos isoladamente o hamiltoniano (1.52). Numa
primeira aproximagao, esses hamiltoniano deve pelo menos incluir uma densidade de
carga espacial uniforme, p, que represente a carga média dos ides e inclua a interacgao
dos electroes com essa carga espacial. Se agruparmos essas parcelas num termo do
hamiltoniano, H,, podemos escrever

He = He,cin""Hefe"'_HJr (156)

H, refere-se, assim aos electrdes inseridos num fundo de carga positiva uniforme. E
o modelo da geleia ("jellium”). A rede cristalina como que fica escondida no fundo,
enquanto que as propriedades do gas de electroes sobressaem. Muitas das propriedades
dos metais podem ser explicadas no a&mbito desta aproximagao. O problema do gas de
electroes quéntico sem interacgoes serd o primeiro a ser abordado, e sé-lo-4 no inicio do
capitulo 2.

O modelo pode ser melhorado substituindo a distribui¢do uniforme de carga por uma
distribuicdo dos ides, supostos fixos, pelas suas posigdes de equilibrio, R} . A interacgio

electrao-iao é entao descrita pelo termo do hamiltoniano, HS A simetria da rede

—tiao*
cristalina permite simplificar o problema que é de si complicado pela introdugao dos ioes.
O movimento dos ioes pode ser descrito por um hamiltoniano que contenha também um
termo H_, que represente o fundo de carga negativa e a sua interacgdo com os ides.

Hizes = Higes,cin + Higo—igo + H— (1.57)

podendo o segundo termo ser dividido de acordo com as equacoes 1.54 e 1.55. Este
hamiltoniano constitui a base do estudo da dindmica da rede cristalina.

Voltemos a expressao (1.51) do hamiltoniano global.

Os dois termos H; e H_ , das expressoes (1.52) e (1.53), compensam-se mutuamente.
Resta-nos considerar o termo H._;,, para além de H,.,;. Esse termo faz o acoplamento
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dos movimentos dos electroes com os dos ides. Se separarmos esse termo, de acordo com

(1.55), e associarmos o termo H? ao termo H,, o tinico acoplamento entre electroes

e—iao
e ides ¢ descrito pelo termo de interaccao electrao-fonao, He_ fonao, que pode, em geral,
ser abordado no &mbito da teoria das perturbacoes.

Com a ajuda da segunda simplificagao, conseguimos dividir o problema global do estado
solido em duas partes:

1. o movimento dos electroes numa rede periddica estacionéaria;

2. o movimento dos i6es num fundo de carga negativa uniforme (devida aos electroes).
Esta separagao requer uma justificagao rigorosa. Baseia-se na aproximacgao adiabéatica
de Born-Oppenheimer: uma vez que os ioes e os electroes tém massas de ordens de
grandeza muito diferentes, os i0es reagem muito lentamente a variagoes na configuragao

electrénica, enquanto que os electroes respondem répida e adiabaticamente a variagoes
das posigoes dos ioes.

Podemos adoptar, nesta aproximacao, uma equagao de Schrédinger da forma
(He + He—i&o) l/} == Eew (158)

na qual as coordenadas dos i0es se consideram fixas. A fun¢ao de onda depende apenas
das coordenadas dos electroes. As coordenadas dos ides aparecem na fungdo de onda
como parametros.

A solucao do problema global sera da forma de um produto
\Il:w(rl,...rN; Rl...RN/)qﬁ(Rl...RN/) (159)

em que os ¥ sdo solugdes de (1.59). N, N’ indicam os ntimeros de electroes e de ides,
respectivamente.

Substituindo esta solugdo na equagdo de Schrédinger com o hamiltoniano (1.51) sem o
termo H.,¢, teremos

HY = (He + Hif)es + Hefi&o) ql)(b = ¢ (Hiées + Ee) (b - -E[efi[zowqS (160)

Se o ultimo termo nao existisse, esta seria a forma do hamiltoniano que desacoplava o
movimento dos electroes do movimento dos ioes.

Para o movimento dos ides teremos uma equacao da forma

(Hiées + Ee) ¢ = Ed) (161)
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na qual F. depende das posi¢oes dos i6es e portanto fornece uma contribuicao dos elec-
troes para a energia potencial dos ioes.

A equagdo (1.61) envolve apenas as coordenadas dos i6es. Descreve, portanto, o movi-
mento dos ioes.

Para descrever o movimento dos electrdes, substituimos em (2.2) as posigoes instantaneas
dos ides pelas suas posigdes médias, i.e., substituimos H,_;z, por HC ;.

(He + H{_j50) ¥ = Eetp (1.62)
O ultimo termo da equagdo (2.3) faz o acoplamento dos electroes com os ides. Pode

demonstrar-se que da origem apenas a uma pequena contribuicao para a energia total
do sistema no estado V.

A justificacdo da expressao (1.59) ¢, no entanto, um pouco duvidosa. E que a equa-
¢do (2.2) ndo tem apenas uma solugdo, ¥, mas sim um conjunto completo de solugdes
¥n. A expressdo (1.59) deveria, portanto ser substituida por uma expansao em termos
desse conjunto de fungoes proprias. A limitacao a uma tnica solugao despreza todas as
transigoes electronicas induzidas pelo movimento dos ioes.

Estas consideracoes pretendem apenas mostrar que esta aproximacao bésica envolve pro-
blemas que requerem uma analise bastante profunda. Nao o faremos, no entanto, neste
curso introdutorio.

De acordo com o exposto anteriormente, optdmos entao por fazer a nossa introdugao
a fisica do estado solido, depois deste capitulo introdutério, de acordo com a seguinte
sequéncia:

— Os estados e as fungoes de onda

— As excitagoes elementares

— As interacgoes

— Descrigao local das propriedades dos soélidos (?)

— Estados localizados(?)
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TEORIA DE SOMMERFELD PARA OS METAIS

2.1 INTRODUCAO

A aproximagao mais simples para a descricdo do gas de electroes consiste em desprezar
todas as interacgoes—as interacgoes de Coulomb entre electroes e a interaccao dos elec-
troes com o fundo de carga positiva. Cada electrao é entao independente dos outros e
esté apenas sujeito a forgas derivadas de campos exteriores. Apesar da sua simplicidade,
este modelo explica muitos fenémenos. Vamos agora discutir os valores préprios e as
fungoes proprias do géas de electroes sem interacgoes e a distribuicdo das energias dos
electroes no estado fundamental e nos estados excitados.

2.2 IDEIAS BASICAS

Em 1928, Sommerfeld introduziu o principio de exclusdo de Pauli e a estatistica de
Fermi-Dirac no modelo de Drude. Em consequéncia, a velocidade média dos electroes
num metal (da ordem de 107 cms™! na teoria de Drude) é substituida pela velocidade

de Fermi, que é da ordem de 108 cms™!.

O calor especifico é reduzido de um factor
de cerca de 100, em excelente concordancia com os valores experimentais. No tempo
de Drude, a distribuicdo de velocidades, tal como a de um gas perfeito, era dada pela
distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Além de outras consequéncias, isso implica que a
contribuigdo de cada electrao para o calor especifico seja 3/2 kg, o que ndo é verdade. A
contribuicao dos electroes livres para o calor especifico é cem vezes menor do que seria
de esperar pela teoria de Drude. Este paradoxo permaneceu por um quarto de século e
so foi ultrapassado pela mecanica quantica, quando se reconheceu que, para electroes, a

distribuicao de Maxwell-Boltzmann deve ser substituida pela distribui¢ao de Fermi-Dirac:

(m/h)? 1
473 el(E—ksTo)/ksT] 4

f(E) =

(2.1)

em que i = h/2m.

Nesta distribuicao, E é a energia cinética média por electrao e Ty é determinado pela
condigdo n = [dE f(E) em que n é a densidade electronica, sendo Ty da ordem das
dezenas de milhar de Kelvin. Para temperaturas da ordem de 1000 K, ou inferiores, as
duas distribuigoes sao muito diferentes.

Tendo estes factos em consideragao, Sommerfeld aplicou a distribui¢cao de Fermi-Dirac
ao gas de electroes num metal. Tomou, como estado fundamental, (7' = 0), os niveis de
energia obtidos pela resolucao da equagao de Schrodinger para a particula (livre) numa
caixa, preenchendo-os sucessivamente, de acordo com o principio de exclusao de Pauli (2
electres por nivel).
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Estado fundamental do géas de Fermi

A equagdo de Schrodinger para um electrdo numa caixa tridimensional de dimensdes
a X b x ¢ é suficientemente simples e pode ser resolvida exactamente:

h2
3= V2(x) = Ey(r) (2:2)

2 2 2 .
em que V2 = 2 + 8372 + Z; & o laplaciano.

Se, para um conjunto de N electrées, desprezarmos todos os termos relativos as interac-
¢oes, nomeadamente as interacgoes electrao-electrao, no hamiltoniano electrénico, He, o
unico termo que aparece na equagao de Schrédinger é o termo de energia cinética, e po-
demos escrever a equagao de Schrodinger para os IV electroes numa caixa tridimensional
de dimensoes a X b X c:

ﬁ2
—% Z V? \I/(I'l, ro, ...I‘j...I‘N) = E\IJ(rl, ro, ...I'j...I‘N) (23)
J

em que as fungdes de onda ¥(rq,re,...r;...rx) sdo produtos simples das funcées de onda
monoelectronicas 1 (r;) ou determinantes de Slater. Uma vez que o spin nao esta in-
cluido neste hamiltoniano nao relativista, podemos escrever as fungdes de onda como o
produto de funcées de onda espaciais, ¢(r;) e de uma componente de spin. Se expri-
mirmos a energia /' como a soma das energias monoelectronicas, £, entao a equacao
de Schrodinger 2.3 pode ser separada em equacoes monoelectrénicas nas quais s6 apare-
cem as fungoes de onda espaciais. Uma vez que foram desprezadas todas as interacgoes,
podemos obter o estado fundamental de IV electroes livres e independentes, confinados
a um volume, V', pelo preenchimento sucessivo dos niveis de energia, que constituem a
solugao da equagao de Schrédinger independente do tempo 2.3, numa caixa de volume
V =L, x Ly x L,: A resolucao desta equacdo conduz a fungoes de onda da forma:

Yr(r) = 1 etkr (2.4)

1/\/‘7 é o factor de normagao, obtido a partir da condigao fv Y*)dr = 1.

A funcdo de onda 2.4 pode separar-se nas suas componentes em &, y, € z:

1 1 . 1 ; 1 .
’l/)k(r) _ 6zk.r _ et kyx el kyy el k,z (25)

W TVn S VLSV

tendo k as componentes (k;, ky, k.) e r as componentes (z, y, z). Note-se que k = p/h =
mv/h, sendo |k| =k = 2n/X, e A o comprimento de onda.
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Os valores possiveis da energia que satisfazem a equagao de Schrédinger sao dados pela

exXpressao:
h? k2
By =—— 2.6
§ 2m (26)
ou, separando as componentes’,
h? 2 2 2
Ep =5~ (k2 + ki +k2) (2.7)

Condigoes Fronteiras de Born-von Karmann

A escolha das condigoes fronteiras, quando pretendemos tratar de problemas que dizem
respeito as propriedades do sélido sem relagao com efeitos de superficie, sao escolhidas
de acordo com conveniéncias de ordem matematica. Pode, por exemplo, supor-se que o
metal é um cubo de aresta L = V'/3. Temos entdo, de impor a equacao de Schrédinger,
condigoes aos limites, que confinem o electrao ao referido cubo. Uma possibilidade sera
a de impor que a fungdo de onda, ¥(r), seja nula nas superficies do cubo, ¥(0) = 0
ep(x+ L) =¢vy+ L) =v(z+ L) =0. Estas condigbes introduzem a quantificagdo
dos niveis de energia permitidos, mas nao sao aplicaveis a realidade fisica de um metal,
na medida em que estas fungoes de onda correspondem a ondas estacionarias (da forma
seno e co-seno) e por conseguinte ndo podem transportar corrente. Uma alternativa
consistiria em admitir que o cubo de metal tinha dimensoes infinitas. Mais pragmaético,
é porém, abolir, pura e simplesmente, as condigoes fronteiras. Isso consegue fazer-se,
imaginando que cada face do cubo se liga a face oposta, de tal modo que um electrao
que, caminhando no interior do metal, chegue & superficie, reentra de novo no metal, num
ponto correspondente da superficie oposta. Esta topologia nao é facil de visualizar, a nao
ser a uma dimensdo. A uma dimensao, estas condigoes fronteiras implicam simplesmente:
Y(x + L) = 9(z). Generalizando para trés dimensoes, obtém-se as condigdes fronteira
ciclicas de Born-von Karmann:

Y(z+ L,y,2) = ¥(z,y,2)
UJ(»T,?/‘FLaZ) :1/)(%%2) (28)
Y(x,y,2+ L) =9Y(,y, 2)

Impondo estas condicoes as solugdes 2.5 conclui-se que as componentes k., ky, k, tem
de satisfazer as seguintes relagoes:

eilkel) — 1 = ¢i2mna,  ilkyD) — 1 — ei27ny,  ilkl) — 1 — oi27ms (2.9)

!Note-se que k? = k2 + k2 + k2 (teorema de Pitagoras)
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ou seja:

ny; k; = —mn,; sendo ng,n,,n, inteiros (2.10)

Num espaco tridimensional de eixos cartesianos k;, ky, k. (espago dos momentos ou
espaco dos k, ou ainda, espaco reciproco, pelo facto de ter dimensdes comprimento—1!),
os vectores de onda (vectores k) permitidos sao definidos pelos pontos cujas coordenadas
s@o multiplos de 27/L. Para uma mais facil visualizacdo, representa-se na Fig.2.1, um
conjunto desses pontos, num espaco a duas dimensoes. O volume no espaco dos k,

e . o , 3 3 .
tridimensional, ocupado por cada estado permitido é V; = (2%) = (2% O numero
ky
Ak,
b)
il
:' -
in J.L_‘
ky

Figura 2.1: a) Pontos num espago dos k a duas dimensées. b) O volume no es-
pago dos k (espaco reciproco), tridimensional, ocupado por cada estado permitido é

V= ()" = 55

de estados permitidos, por unidade de volume no espaco dos k, também chamada a
densidade de estados no espago dos k, é

_IN ANV (d3 = dk) (2.11)

D(k) dk @k (21)°

Partindo do principio que os electroes sao livres e independentes (ndo interactuam uns
com os outros, nem com os nucleos), podemos obter o estado fundamental (T' = 0) do
gas de N electroes, preenchendo sucessivamente, os niveis de energia, comegando pelo
nivel definido por k = 0 e colocando 2 electroes por nivel, até esgotar todos os electroes.

O ultimo nivel preenchido designa-se por nivel de Fermi, de energia Er (energia de
Fermi) e vector de onda kr (vector de onda de Fermi). EF é determinado pelo requisito
de que, a T = 0 K, todos os niveis com energia abaixo de Fr sejam completamente
preenchidos com o numero total de electroes. Note-se que num metal real, existem da
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ordem de 1022 electrdes por cm®. Atendendo ao principio de exclusdo de Pauli, e a0 modo
de preenchimento dos niveis com os electroes, seré necessario considerar um nimero de
niveis dessa mesma ordem de grandeza, implicando que as energias Fj, constituem um
quase-continuo, podendo escrever-se, para efeitos de célculo, E, = E(k) como uma fungao
continua de k. Nao devemos, no entanto, esquecer que k é discreto. Uma vez que IV

é muito grande, o volume do espago dos k, ocupado, serd essencialmente uma esfera,

de raio kg = 2";12,EF, (Fig.2.2). A superficie, no espago dos k, que separa os estados

ocupados dos estados vazios, designa-se por superficie de Fermi. A sua area ¢ 47 k%.

....... .-'EF -

-k 4] k

Figura 2.2: a) Representagao da funcgao E(k) e da energia de Fermi, Er. Notar que N
electrées ocupam N/2 niveis (dois electrées por nivel—principio de exclusao de Pauli).
b) Representacao da esfera de Fermi, de raio kr, delimitada pela superficie de Fermi,
SF, de area 4w k%.

Densidade Electronica

A densidade electronica, ja definida anteriormente, no modelo de Drude, pode agora
relacionar-se com kz. Os n electroes por unidade de volume, (e.g.,m ™2, cm =2 ou atomo,
Vo = %7?7“8 ) ocupam, no espago reciproco, o volume da esfera de Fermi, de raio kg.

Temos entao:
4 Vv
2 =7kd ) — = 2.12
(3” F) e =" (2.12)

O primeiro factor é o ntimero de electroes em cada estado, o segundo factor é o volume
da esfera de Fermi e o terceiro é dN/d*k. O segundo membro da equacdo é o niimero
total de electroes. Daqui podemos retirar o valor de kg

kp = (37°n) 13 (2.13)

41



IDEIAS BASICAS

Podemos também relacionar kr com o raio metalico, rg, fazendo n = V% = #, donde
vem , e
9rz\ /3
ro = <Z> Jkp (2.14)

Neste modelo, é portanto muito simples calcular qualquer dos parametros, desde que
seja por exemplo, conhecida a massa especifica (densidade) e o peso atomico. Os valores
de kr e 1y estao tabelados para todos os metais simples. Por ajustamento adequado
dos parametros, é possivel ter uma descrigao coerente com os valores experimentais das
observéaveis bem definidas, nomeadamente n.

Densidade de estados

Chama-se densidade de estados, D(F), ao namero de estados por unidade de energia e
por unidade de volume. O seu calculo pode fazer-se, atendendo a que

dN dN d3
DE)=—= = — & 2.15
() dE diy dE (2.15)
O valor de ‘% é a densidade de estados? no espaco dos k e é igual a # Para obter uma
k
expressao geral para D(FE), é conveniente considerar o elemento de volume no espago dos
k, d3, como o produto de um integral de superficie, f S(E) dS, ao longo da superficie de

energia constante, S(E), pelo diferencial dk, , normal a superficie, (Fig. 2.3):

di = dk = / ds dk, (2.16)
S(E

d'k=d k = [dSdk ,

SIE)

Figura 2.3: Elemento de volume di na superficie de energia constante, S(E)

dN _ dN dk

2A uma dimenséo seria D(E) = s =S ot
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Deste modo, e atendendo a que o gradiente em k, de E(k), Vi E(k), € um vector normal
a superficie, podemos escrever:

1% / dk \%4 / ds
D(F) = —— dS—— = —— —_ 2.17
(&) 2m)3 Jsgy dE  (27m) Jsm) IViE| (2.17)

Nesta expressao, aparece o modulo de Vi E(k), para ter em conta que a densidade de
estados tem necessariamente um valor positivo.

Introduzindo o factor 2, uma vez que cada estado contém 2 estados de spin, obtém-se:

1% dsS
PE) =250 /S<E> ViE| (2.18)

Esta expressdo é geral para qualquer F(k), mesmo que a superficie de Fermi nédo seja
esférica. No modelo do gas de Fermi, o integral |, S(E) dS = 47k?. Calculando V,E =

dE/dk = h*k/m e fazendo k = \/2mFE/h?, obtém-se para a densidade de estados:

2V 4mk? Vm Vm [2mFE
D(E) = (27)3 B T2h2 k= T2h2 K2 (2.19)
dk

Se fizermos V = 1, obtemos o ntimero de estados por unidade de energia e por unidade
de volume:

m 2mFE
m2h?2 h?

D(E) = (2.20)

E ainda usual tomar, como unidade de volume, o volume atémico, Vo = %777“8’, em que
ro € o raio metalico, definido anteriormente. Obtém-se, entao, depois de um rearranjo:

2\ 3/2
D(B) = = (270 g (2.21)
3w

que representa o nimero de estados por unidade de energia e por atomo® E, por vezes,
util conhecer a densidade de estados na vizinhanga do nivel de Fermi, em termos de kp
ou de Fp:

mk
D(EF):hQ—ﬂg ou | D(Ep) =

| W

(2.22)

n
Er

expressoes que se podem obter facilmente, recorrendo as relagoes (2.13) e (2.19).

3 As unidades s30 0 6V (1 6V = 1.60219 x 10~ 19 J ) para a energia, o A( 1 A= 10719 m), para a unidade
de comprimento e o volume do 4tomo para unidade de volume.
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Velocidade de Fermi

Recorrendo a definicdo k = p/hi = mv/h, pode, calcular-se a velocidade de Fermi,

vp = 2 kp, que, para os valores de n tipicos dos metais, ¢ da ordem de 108 cns™!.
m ? ? )

Energia cinética média por electrao

A energia cinética média por electrao sera dada pela expressao:

ol hrdkER) [T Ak 3EkE 3
C ftak Tk 5 2mS

Ep (2.23)

valor que contrasta com o da teoria de Drude, na qual < E >= %m < v? >= %kBT.
Notar que a T = 0 K, o valor previsto por Drude seria zero, enquanto que no modelo
de Sommerfeld o valor é bastante grande, cerca de 100 vezes o valor de Drude para a
temperatura ambiente.

2.3 Propriedades termodinamicas do gas de Fermi
2.3.1 Distribui¢ao de Fermi-Dirac

Como ja vimos, Sommerfeld reconheceu que a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, nao
era adequada ao estudo do gas de electroes para T' > 0 K (estados excitados), visto nao
ter em conta o principio de exclusao de Pauli, devendo ser substituida pela distribuicao
de Fermi-Dirac (Fig. 2.4):

1

f(E) = 11 e(B—w/kaT (2.24)

na qual p é o potencial quimico (energia de Fermi termodinémica), definido como a
energia livre de Helmholtz de um electrao que fosse adicionado a um conjunto de N
electroes, p = Fny1 — Fy sendo (F = U — T'S; U = energia interna, S = entropia).
Note-se que quando 7" — 0

, para E<p

{”m“(’f (E) = (2.25)

1
limp_of(E) =0, para E>pu
pelo que, por defini¢do de nivel de Fermi, como tltimo nivel preenchido a T'= 0 K, vem:

limp_0
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T=i
4 E
H=E}
- >
AE=kgT

Figura 2.4: Funcao de distribui¢do de Fermi-Dirac para T = 0 e para T > 0. Para
T > 0 a distribui¢cao difere do caso T = 0 porque alguns electrées, imediatamente
abaixo de Er (regido mais sombreada), foram excitados para niveis imediatamente

acima de Er (regido menos sombreada).

Pode demonstrar-se que mesmo a temperaturas da ordem da ambiente, u difere de Ep
em apenas cerca de 0.01%, podendo quase sempre fazer-se a aproximagao

1
FE) =1 + (E—Ep)/kpT

(2.27)

Aplicagbes da Distribuigao de Fermi-Dirac

O calculo das propriedades dos sélidos envolve normalmente o célculo da densidade elec-

tréonica, n = NV, e da densidade de energia electrénica, u = %; (U = energia interna
total), que sao dados pelas expressoes:
+oo
n= D(FE) f(E)dE (2.28)
+oo
u = D(E) f(E)EdE (2.29)

—0o0

em que D(FE) é a densidade de estados e f(F) é distribuigdo de Fermi-Dirac, Fig. 2.5.
Devido & forma da distribuicao de Fermi-Dirac, estes integrais sao complicados, mesmo
que tenhamos uma expressao analitica para a densidade de estados. Contudo, a energia
kpT serd pequena comparada com todas as outras energias de interesse, sendo assim
possivel obter expressoes aproximadas por expansao em série de Taylor, em funcao da
temperatura. De facto, os integrais do tipo I = [ g(E) f(E)dE, em que g(E) ¢ uma
funcdo da energia, F/, podem ser expandidos sob a forma

I= /g(E) f(E)dE ~ G(p) + %(kBT)Q G” (1) + ... (2.30)
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A
fIEL.D(E)

Y

AE=kg T

Figura 2.5: Representagao grafica do produto de f(E)D(E) em fungao de E, para
T =0 e paraT > 0. A sombreado, estao representados os respectivos integrais.

com
g ) dg
G = [ oB)dE; &)= (5 (2.31)
oo E=p
na qual retivemos apenas os dois primeiros termos, que sao suficientes para a maior parte
dos problemas. Esta expansao tem o nome de expansao de Sommerfeld.

Variacao do potencial quimico com a temperatura

Vamos primeiramente ver como varia o potencial quimico, u, com a temperatura. Isso
vé-se fazendo com que a densidade electrénica, n, permaneca constante quando T varia.
Escrevemos o integral correspondente a n e expande-se em ordem a T. Neste caso
g(E) = D(E), que é a densidade de estados por unidade de energia e por unidade
de volume. Teremos

n= [ D(B) HE)AE = Glu) + T (0sT)" 6 (1) (2.32)

Agora a energia de Fermi difere do seu valor ao zero absoluto, pg, por um termo de
segunda ordem em 7', como veremos. Podemos, entao, escrever

G(p) = Gluo) + G (o) (1 — o) + .. (2.33)

= Glyo) + G (10) 1 — i) + = (knTY? G (1) (2.31)

O primeiro termo é igual & densidade electronica ao zero absoluto que por sua vez é igual

an,ie., G(up) = n. Podemos portanto resolver a equagao 2.34 em ordem a p, (e fazendo

i~ i) de modo a obter o resultado de segunda ordem em 7.
72 G (o) 72 D' (1o)

= Ho — 6 G’ (o) ('ZCBT)2 = Ho — 3 Do)

7 (kgT)* (2.35)
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que para electroes livres (equagao 2.22), e atendendo a que pg = Er, da

p=FEp1- % (%)2] (2.36)

Poderia assim verifica-se, como dissemos, que p difere de Er em apenas cerca de 0.0%,
mesmo & temperatura ambiente, devido & contribuicio em T72.

Densidade energética do gas de Fermi

De modo semelhante, podemos calcular a densidade energética:
2
w= /D(E) J(B) EdE = G(n) + = G () (b T)? + ... (2.37)

podendo expandir-se G(u) = G(po) + G’ (po) (1t — po) + - ...

Neste caso, G(u) = ffoo D(FE) EdE, dando portanto, quando se faz p =~ py = Ep

u =g+ %2 (ksT)? D(Er) (2.38)

Calor especifico do gas de Fermi
S

Podemos agora obter o calor especifico electronico, que é a derivada da energia electronica
em ordem a T e que pode ser calculado directamente, retendo apenas os termos de menor
ordem em T e fazendo como anteriormente pu ~ pg = Ep.

2
W T BRI T (2.39)

01):d7: 3

que é o resultado procurado. Note-se que s6 retivemos termos de primeira ordem em
kpT e no resultado nao ha necessidade de distinguir entre u e g = Er. No modelo do
gas de Fermi, teremos, atendendo & expressao da densidade de estados (expressao 2.22):

2
= == 2.4
CU 9 EF nkB ( 0)

em que n ¢ a densidade electronica.

Nos metais simples, a densidade de estados ¢ da ordem de 1/EF e cada derivada de D(E)
contem um factor adicional da ordem de 1/Er. Assim o nosso termo de expansao foi
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kgT/Er, que é da ordem de 1/200. Note-se, em primeiro lugar (expressao 2.39), que
a contribuicdo electronica para o calor especifico é directamente proporcional & densi-
dade de estados na vizinhanga do nivel de Fermi. Em segundo lugar, note-se que essa
contribuicao é linear com a temperatura e portanto tende para zero quando T — O.
Note-se ainda que o calor especifico electrénico é da ordem de kT multiplicado pela
densidade de estados, tudo multiplicado pelo valor classico por electrao. Fisicamente,
isto significa que o calor especifico electronico envolve apenas os electroes com energias
da ordem de kT relativamente & energia de Fermi. Os electroes com energias muito
abaixo do nivel de Fermi estdo impedidos de ser excitados porque os estados vizinhos
estao ocupados. Verifica-se ainda que a contribuigao electronica para o calor especifico
é muito pequena comparada com o valor da contribuicao das vibragoes da rede crista-
lina, como veremos. No entanto, a muito baixas temperaturas a contribuicao electrénica
é dominante, uma vez que como veremos, o calor especifico da rede varia com T3. A
expressao (2.39) permite-nos calcular a densidade de estados no nivel de Fermi a par-
tir de resultados experimentais do calor especifico a muito baixas temperaturas. Esta
densidade de estados no nivel de Fermi é de grande importancia para a compreensao de
muitas das propriedades dos metais.

l'ermo linear

Figura 2.6: Calor especifico de um metal. O calor especifico total contem também
a contribuicao devida as vibragbes dos dtomos em torno das posigoes de equilibrio.
Para um metal como o niquel, que tem um calor especifico electrénico elevado devido
a contribuicao dos niveis d para a densidade de estados no nivel de Fermi, a gama de

temperaturas representada na figura é da ordem de 20 K.

Livre percurso médio

A Fig. 2.5 da uma estimativa qualitativa da dependéncia da energia cinética do gés
de Fermi com a temperatura. Ha uma transferéncia de alguns electroes junto e abaixo
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do nivel de Fermi de cerca de kT para cima do nivel de Fermi. Uma vez que o ni-
mero de electroes que é transferido é da ordem de kgT D(EF), a variacdo de energia é
k3T?D(Er). Esta estimativa difere da avaliagdo rigorosa feita acima de um factor w2 /6.
Os electroes longe do nivel de Fermi nao sao afectados porque nao existem estados vazios
que possam ocupar.

Quando uma forga é aplicada ao gés de electroes, a esfera de Fermi vai deslocar-se como
indicado na Fig. 2.7 até atingir um estado estacionario em que a forga aplicada e as
colisoes se equilibram dinamicamente. Por razoes que serao claras quando estudarmos
a equacao de Boltzmann, apenas os electroes junto & superficie de Fermi sao acelerados
(uma vez que existem estados disponiveis para estes electrdes aumentarem a sua energia
cinética) e sofrem colisdes. Por isso, no céalculo do livre percurso médio, deve agora
utilizar-se a velocidade de Fermi, vp.

Yo A
= b) c) ky

aj
j( - |
>
O L\
| -
-

Figura 2.7: a) Distribuicao de velocidades utilizando e estatistica de Maxwell-

=Y

Boltzmann parav =0 ev = vp. b) Distribuigio de velocidades utilizando a estatistica

de Fermi, e c)correspondente imagem no espago dos momentos.

Como vimos atras, Sommerfeld alterou o modelo de Drude, substituindo a distribuicao de
velocidades de Boltzmann pela distribuigao de Fermi-Dirac. Esta substituicao necessita
de alguns comentérios. E possivel descrever o movimento de um electrio classicamente
se a sua posicao e momento puderem ser especificados tao rigorosamente quanto for
necessario.

Por outro lado, a utilizacao da distribuicao de Fermi-Dirac, derivada usando mecénica
quantica, implica que o principio de incerteza de Heisenberg nao seja violado. Uma vez
que um electrao num metal tem um momento da ordem de hkp, entdo a incerteza do
momento deve ser pequena comparada com hkp para uma descrigao classica ser possivel.
Uma vez que kr é da ordem de 1/rg, do principio de incerteza resulta que Az deve ser
pelo menos da ordem de g, isto é, da ordem de uma distancia interatémica. Em con-
clusao, uma descricao cléassica falha se os electroes estiverem localizados em distancias
da ordem do A. Em muitos casos, ndo é necessario especificar a posigao do electrao com
uma precisio da ordem do A. Deste modo, o modelo de Drude assume o conhecimento da
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posicao dum electrao quando, quer os campos electromagéticos ou gradientes de tempe-
ratura aplicados, variem significativamente, apenas para distancias maiores do que cerca
de 100 A. Implicitamente, & preciso que o livre percurso médio seja maior do que cerca
de 100 A. O livre percurso médio pode ser avaliado através de ¢ = vpr > 100 A, se
considerarmos que s6 os electroes na vizinhanga de Er sofrem colisoes.

Condutividade térmica e poder termoeléctrico

E possivel calcular valores corrigidos para a condutividade térmica e poder termoeléctrico
se substituirmos, nas férmulas deduzidas para o modelo de Drude, quer o calor especifico
quer a velocidade pelas estimativas do modelo de Sommerfeld. A condutividade térmica
continua a ser da mesma forma mas com v, substituido por vg
L,

k= ngTCv (2.41)
Uma vez que o calor especifico calculado utilizando a estatistica de Fermi-Dirac ¢ mais
pequeno do que o estimado classicamente por Drude de um factor da ordem de kpT/EF,

2

e que a estimativa de Sommerfeld para v* é mais elevada do que o valor classico de um

factor da ordem de E'r/kpT, é possivel reescrever a lei de Wiedermann-Franz, eliminando
7: A lei de Wiedermann-Franz continua a verificar-se, sob a forma:

2 2
”W(@)zﬂ (2.42)
o 3 e

Verifica-se que obtemos o valor obtido fortuitamente por Drude, devido & compensacao
de duas correcgoes da ordem de Ep/kpT.

O poder termoeléctrico, pode agora ser derivado introduzindo o calor especifico de Som-

71'2 h ]{iBT
__mn 2.4
s Ge(EF> (2.43)

merfeld:

O valor obtido é mais pequeno do que a estimativa de Drude de um factor da ordem de
kT /Ep, cerca de 0.01 & temperatura ambiente.

De notar que as alteracoes feitas pelo modelo de Sommerfeld ao modelo classico de
Drude apenas afectam as grandezas em cujo célculo entrava a forma da distribuigao das
velocidades. No caso de mantermos a aproximacgao de tempos de relaxagao independentes
da temperatura, as estimativas de Drude para a condutividade a.c, d.c., coeficiente de
Hall e magnetorresisténcia nao sofrem alteracao com a introdugao da distribuicao de
Fermi-Dirac.
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2.3.2 Estados Excitados do Géas de Fermi — Representacao do nimero de ocupagao

No modelo do gés de Fermi, no qual se ignoram todas as interac¢oes, nomeadamente as
interacgoes electrao-electrao e electrao-iao, podemos resolver a equagao de Schrédinger
(eq. 2.3 para um electrao, obtendo-se as solugdes ¥ (r) (eq.2.4). Como vimos, o estado
fundamental do gas de Fermi, de N electroes, obtém-se preenchendo todos os niveis, com
dois electrées cada, até ao nivel de Fermi, Fr, Fig. 2.8a;. Os varios estados excitados

E—ee— Er

Ey *o Ey ] 11-,\
| ¥

f
L]
n
m Mm
=
O

X3 » 3
o Ekg . - Eko
[ 3] .0
o L X ]
L 3§ ] L X ]
a; ) Estado fundamental a,) Estado excitado by ) Estado fundamental b ) Estado excitado
AE=Ei-Ek, fvdcue | AE=gp+Hey|
a) Representaciao normal b) Representacio electrao-buraco

Figura 2.8: a) Representacao normal do estado fundamental e de um estado excitado

do gas de Fermi. b) Representacao segundo a descrigao do numero de ocupagao.

obtém-se removendo electroes de estados abaixo do nivel de Fermi e colocando-os em
estados acima do nivel de Fermi, como se mostra na Fig.2.8as. Em vez de nos preocu-
parmos com todos os electroes do sistema, que num caso real serdo da ordem de 1027,
incluindo os que foram transferidos, podemos preocupar-nos apenas com aqueles que
foram transferidos, e com os estados vazios que eles deixaram. No caso em que despreza-
mos todas as interacgoes, este ponto de vista é perfeitamente correcto. Aos estados que
ficaram vazios chamamos buracos. Baseados neste ponto de vista, podemos construir um
formalismo, a que chamamos, para ja, descricdo ou representacdo electrao-buraco ou do
nidmero de ocupagdo. A Fig. 2.8b mostra, em esquema, como poderemos representar o
estado fundamental e um estado excitado. Nessa representacao, o estado fundamental é
a auséncia de particulas ou vdcuo de Fermi, e o estado excitado, representado na Fig.
2.8 bsy, tem um electrao e um buraco, ou um par electrao-buraco. Os electroes sé existem
acima do nivel de Fermi, e correspondem a estados excitados. Os buracos s6 existem
abaixo do nivel de Fermi. Deste modo sé temos que ter em conta as mudangas relativa-
mente ao estado fundamental. Interpretamos o buraco como uma quase-particula, cujas
propriedades serao caracterizadas em detalhe mais adiante.

Uma vez que um buraco no estado 9y, corresponde realmente a remogao de um electrao
do sistema, a criacao do buraco corresponde a remocao de uma energia kg. A energia
do buraco é portanto negativa:

b
6k0 = _akO
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Mas para criar o buraco tenho de despender €, — tenho que gastar essa energia para
remover o electrao.

A forma da funcao de onda do buraco é, no entanto, a mesma que a da fungao de onda
do electrao que foi removido.

Em termos do espacgo dos kk, no estado fundamental do gis de Fermi, (a T = 0),
todos os estados estao preenchidos até kg. Por outras palavras, a esfera de Fermi esté
completamente cheia com electroes. Devido a simetria esférica, o gas de Fermi no estado
fundamental, tem momento resultante nulo, Y - ik = 0. De facto, uma vez que a energia
é proporcional a k2, cada nivel de energia tem degenerescéncia 2, correspondendo aos
valores k e —k.

O spin total do gas de Fermi, no estado fundamental, é também nulo, uma vez que para
cada valor de k existem dois estados de spin, ms = +1/2 e my = —1/2, ou, de um modo
mais geral, o e —0.

Se fornecermos energia e momento ao sistema, obtém-se estados excitados. Alguns elec-
troes sao transferidos para fora da esfera de Fermi, Fig. 2.9. Se o estado inicial de um
electrao que é transferido for kg e o estado final for k , 0 momento necessario para que
se dé a transigao ¢ hAk = h(k —kg). O momento fornecido ao sistema pode ser tam-
bém obtido pela soma do momento do electrao no estado final, Ak, com o momento do
buraco, —hky. Como vimos atréas, podemos, entdo, considerar o estado fundamental do

ok

Estado fundamental Estado excitado

Figura 2.9: No estado excitado, alguns electrées saem para fora da esfera de Fermi.

gas de Fermi como o estado designado por “vacuo” , ignorando nesta descrigao todos os
electroes da esfera de Fermi totalmente preenchida. Uma excitagdo resulta na criacao
de um electrao fora da esfera de Fermi e de um buraco (estado nao ocupado) dentro da
esfera de Fermi. Este buraco pode ser considerado uma quase-particula.

O balango energético do processo de excitacao conduz-nos a um formalismo apropriado
a descricao deste conceito. A energia de excitagdo é dada por
h? k2
AE=FE—Ey= ;E(k) Nko — k%; B(k)  com B(k) = 5 (2.44)
o F
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em que ng, toma os valores 0 se o estado nao ficar ocupado e o valor 1 se o estado
for ocupado—¢ o nimero de ocupag¢ao. Daqui resulta que ndo contamos estados vazios
(ocupados por buracos). k é o indice associado ao momento ou vector de onda (ou ntimero
de onda) e o é o spin. A primeira parcela da direita é a soma das energias de todos os
estados ocupados dentro e fora da esfera de Fermi. A segunda parcela corresponde a Ej,
que é o valor da energia da esfera de Fermi completamente cheia, ou seja, a energia do
estado fundamental ou vacuo. E facil verificar que, através de um rearranjo da expressao
acima, se obtém AFE como a soma das energias dos electroes acima do nivel de Fermi e
dos buracos abaixo do nivel de Fermi.

O balango do momento p da-nos, analogamente,

P => hkng, =hkng + > (—hk) (1 —nko) (2.45)

k<kp

cada buraco num estado ko contribui com um momento —#Ak para o balango do momento.

Neste formalismo, fazemos como que uma contabilidade ou recenseamento dos electroes
do sistema, somando apenas as energias dos estados ocupados, como é logico.

2.4 Limitacoes do modelo do electrao livre

Trés aproximagoes importantes formam a base dos modelos desenvolvidos até agora: a
aproximagao do electrao livre, a aproximagao do electrao independente e a aproximacgao
do tempo de relaxagao. Na aproximacao do electrao livre, ignora-se: i) o efeito dos
atomos sobre os electroes entre colisdes (esta constitui a aproximagio do electrao livre
num sentido restrito); ii) de que modo é que os electroes colidem com os ides; iii) o
movimento iénico. Na aproximacao do electrao independente, ignoram-se as interacgoes
interelectronicas. Finalmente, na aproximacao do tempo de relaxagao, assume-se que o
tempo de relaxacdo 7 é uma constante independente de qualquer outra grandeza (por
exemplo, energia, temperatura, etc.), e também que o sistema perde a memoria apos
cada colisao.

Procedemos agora a uma enumeracao das falhas mais importantes dos modelos de elec-
trao livre. Uma série de problemas encontrados sera resolvido quando se levantar a
aproximagao do electrao livre no seu sentido restrito, isto é, quando se considerar a
influéncia da rede cristalina nas propriedades electrénicas entre colisoes. Entre estes
problemas, encontram-se o do sinal do efeito de Hall e do poder termoeléctrico, o facto
experimental de que a condutividade eléctrica é um tensor, a existéncia de contribui-
¢oOes adicionais para a condutividade a.c. além do termo de Drude, como determinar
quais sao os electroes de valéncia que contribuem para o gés de electroes, e, finalmente,
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como explicar a existéncia de solidos isoladores. Outros problemas, nomeadamente a
existéncia dum termo em 72 para o C,, a temperaturas elevadas, observacio de desvios
a lei de Wiedermann-Franz em varias gamas de temperatura, e correcgoes ao calculo
da compressibilidade implicam a considera¢do dos movimentos i6nicos (fondes). Para
o calculo da variagao da condutividade com a temperatura, é indispensavel considerar
os detalhes das colisoes electrao-fonao, assim como para explicar alguns desvios a lei de
Wiedermann-Franz.

O modelo do gas de Fermi ignorava a existéncia dos ides, no que dizia respeito as in-
teracgoes coulombianas. Apenas admitia a sua existéncia como objectos com os quais
os electroes colidiam. Embora bem sucedido em explicar muitas das propriedades dos
metais, nao explica porque é que alguns solidos sao metais e outros isoladores. Também
nao explica, por exemplo, porque é que alguns metais tém coeficientes de Hall positivos,
indicando a presenca de cargas mdveis positivas.

Veremos mais tarde como a introdugao de um potencial periddico, criado pelos ioes
nas suas posigoes de equilibrio, afecta o comportamento dos electrées, explicando assim
muitas outras propriedades dos sélidos.

Veremos que a simetria da rede de ioes, e consequentemente do potencial, torna o pro-
blema susceptivel de ser resolvido no Ambito de aproximagoes relativamente simples.

Podemos encarar o problema de dois pontos de vista:

Podemos partir do modelo do gés de electroes sem interacgoes e introduzir o potencial
coulombiano da rede de ides. Veremos que o potencial periédico, mesmo fraco, provoca
reflexoes das ondas associadas ao movimento dos electroes para determinados valores
do vector de onda, (k = 2m/)). Essas reflexdes tém o nome de reflexdes de Bragg.
Implicam, em particular, como veremos, que o espectro de energia dos electroes apresenta
descontinuidades (hiatos de energia), para os correspondentes valores do vector de onda.

Podemos, numa outra perspectiva, partir dos dtomos livres, aproximé-los até as posicoes
de equilibrio num cristal e vér como os niveis atdémicos se separam em grupos de niveis
que formam bandas de energia.

Seja qual for o ponto de partida, constata-se que a consideragao de um potencial periédico
implica a existéncia de bandas de energia permitidas, separadas por hiatos de energia ou
bandas proibidas. A esta descricdo da estrutura electronica dos solidos, dé-se o nome de
estrutura de bandas. Ela é crucial para a compreensao das propriedades dos sélidos, tal
como a estrutura electréonica dos dtomos isolados é determinante das suas propriedades
fisicas e quimicas.
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No capitulo seguinte faremos uma breve anélise da simetria translacional, dos tipos de
estruturas cristalinas e dos conceitos de espago reciproco e de zonas de Brillouin, que
permitem compreender as reflexoes de Bragg.

Em capitulos posteriores, discutiremos os estados dos electroes num potencial perio-
dico—electroes de Bloch , e analisaremos as consequéncias da invaridncia translacional.

Descrevem-se, entao, alguns modelos de célculo de bandas de energia em soélidos.

PROBLEMAS

1. Bla bla ...
2. Bla bla ...

55



Pagina 56 (propositadamente em branco).

Pagina 56 (propositadamente em branco).



TIPOS DE SOLIDOS E SIMETRIA



Pagina 58 (propositadamente em branco).

Pagina 58 (propositadamente em branco).



TIPOS DE SOLIDOS E SIMETRIA

3.1 INTRODUCAO

Estruturas dos So6lidos Simples

Olhemos para uma tabela periédica dos soélidos! (3.1) e comecemos por considerar os
gases raros—o hélio (He), o néon (Ne), o argon (Ar), o cripton (Kr), etc. Estes elemen-
tos tém estruturas electronicas muito estaveis. Os seus niveis de energia ocupados estao
totalmente preenchidos. As forgas entre d&tomos do mesmo elemento sdo necessariamente
fracas. Sao forcas de van der Waals, devidas apenas a flutuagoes na simetria das suas
densidades electréonicas. Por isso sao muito pouco reactivos e sao gases nas condi¢oes nor-
mais de pressao e temperatura. A baixas temperaturas, solidificam, formando estruturas
compactas, cubicas de faces centradas (Fig.??), ou hexagonal (Fig.??). Note-se que

I I Im v ¥ ¥ Vv Vil X X

H He | Li

Be | BJ|C [N |O F MNe | Ma

Mg| Al] 5 | P ] a Ar | K

Trans] Cu|2Zn | Ga| Ge|As |Sc | Br | Ke | Bb |Ca

ition
Memld Ag| Cd | In| So| Sb | Te | Xe | Cs |Ba {-Shell
Meals
Au| Hg | M| Pb| Bi Po At Bn| Fr|Ra
Type B Metals MNonmesals TypeA Metals

Figura 3.1: Tabela periédica dos sélidos.

estes sao tipos de estruturas compactas. Sao o resultado do empacotamento de esferas,
de modo a ocupar o menor volume possivel. A direita dos gases raros estao os chamados
metais simples: o litio (Li), o sodio (Na), o potassio (K), o rubidio (Rb), etc. Estes
elementos tém um electrao a mais, relativamente aos gases raros da coluna anterior, isto
é, tém um electrao na ultima camada, que tendem a perder, ficando ionizados. Estes
electroes constituem entao um gés de electroes, tendo os seus elementos caracter metélico
e com ligacao quimica dita metélica. Tém estruturas cristalinas normalmente simples e
compactas, em geral cubicas de faces centradas, com excepgao do hidrogénio que tem
estrutura hexagonal compacta.

1Esta versdao da tabela periédica, agrupando os elementos de acordo com as propriedades no estado

solido é devida a Harrison, (ver p. ex.: Walter Herrison, Electronic Structue and the Properties of
Solids, Freeman, 1980).
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a) b)

Figura 3.2: a) Arranjo dos 4tomos numa estrutura cubica de faces centradas. b)
Estrutura hexagonal compacta.

Continuando para a direita, na tabela peridédica, encontramos os metais divalentes como
o magnésio (Mg), o calcio (Ca), o estroncio (Sr), etc. O seu comportamento ¢ em tudo
semelhante aos metais monovalentes, com a diferenca de que nos metais divalentes a
ultima camada tem dois electroes, que ao serem libertos, formam um gas de electroes os
quais lhe ddo também um caracter metalico, deixando a estrutura iénica fixa.

Passando agora para a coluna a esquerda da dos gases raros, encontramos o hidrogénio
(H), o fluor (F), o cloro (Cl), o bromo (Br), o iodo (I), etc. A estes elementos falta um
electrao na ultima camada para terem a estrutura electréonica de um gas raro. Nestas
condigoes, a tendéncia é para formarem uma ligacao quimica na qual partilham os elec-
trées com os atomos vizinhos formando moléculas diatémicas, como o Fa, o Cly, etc.
No estado solido estas moléculas geram forgas de van der Waals, fracas, dando origem a
solidos de muito baixo ponto de fusao.

O hidrogénio também poderia estar por cima da litio, na medida em que tem um electrao
na orbital 1s. Nesse caso deveria ser um metal, como o litio. E é a pressoes superiores a
260 GPa e a temperatura de 30 K.

Consideremos agora solidos como o cloreto de sddio (NaCl) ou o cloreto de potéassio
(KCl), nos quais os elementos estao, respectivamente, a esquerda e a direita da coluna
dos gases raros.

Nestes solidos, a tendéncia é que o elemento que esta a direita perca um electrao, tomando
a estrutura de gés raro, e que o elemento que estd & esquerda receba esse electrao,
tomando também a estrutura de gas raro. Forma-se assim uma ligacao iénica, como no
caso do cloreto de sodio, NatCl™. Este é um tipo de ligacdo onde a coesdao é mantida
pelas forcas de atraccdo electrostatica. As suas estruturas cristalinas sdo, em geral,
descritas como a combinacao de duas estruturas ciibicas idénticas, interpenetradas, de
modo a satisfazer a neutralidade eléctrica. Sendo esta uma estrutura tipica, diz-se que

os sOlidos que tém este tipo de estrutura, tém a estrutura do cloreto de sédio.
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a) b)

. Catiio
O Anidio

—_—

Figura 3.3: a) Estrutura do cloreto de sédio. b) Estrutura da blenda de zinco
(ZnS). O diamante tem a mesma estrutura, com o dtomo de C a assumir tanto
o papel de aniao como o de catiao

Um tipo de sdlidos completamente diferente é o dos chamados sélidos covalentes, como
o diamante (carbono) (C), o silicio (Si) e o germéanio (Ge).

Estes elementos tém estruturas electrénicas do tipo [..ns?np?]. A tendéncia é a de
distribuir os 4 electrdes de valéncia, por 4 orbitais hibridas, sp?, dirigidas simetricamente
do centro para os vértices de um tetraedro. A coalescéncia de orbitais sp> entre dtomos
vizinhos d& origem a uma ligagao covalente tipica, muito forte e dirigida, como é o caso
do diamante, que é o sélido elementar com maior dureza e ponto de fusao mais elevado.
Assim, tanto o carbono como o silicio, o germénio e uma das fases do estanho, tém este
tipo de estrutura. Note-se, desde ja, que o caracter covalente e a coesao vao diminuindo
a medida que se desce nessa coluna, em resultado do aumento da distancia entre 4tomos.

Consideremos agora um sélido como o arseneto de galio (GaAs), que é formado por um
elemento a esquerda, o galio, e um & direita, o arsénio, relativamente ao germénio que é
um so6lido covalente tipico. Este solido tem o mesmo tipo de estrutura que o germénio.
Acontece, porém, que o galio recebeu um electrao do arsénio, ficando com uma ligacao
parcialmente i6nica. O mesmo raciocinio poderia ser aplicado a s6lidos, como o sulfureto
de cadmio (CdS), onde dois electrdes transitam do enxofre para o cadmio formando uma
ligagao mista, isto é, com caracter simultaneamente i6nico e covalente. A estrutura tipica
destes solidos com ligagdo mista é a da blenda de zinco (ZnS) (ver Fig.??). So exemplos,
os semicondutores IT1I-V (GaAs, etc.) e os semicondutores II-IV (CdS, etc), que, tal como
o silicio e 0 germénio sao materiais de grande importancia na industria electrénica, sendo
os semicondutores III-V e II-IV, particularmente importantes para a chamada electrénica
rapida e lasers de estado solido. As suas estruturas cristalinas consistem em duas redes
de Bravais ctibicas de faces centradas, interpenetradas e deslocadas ao longo da diagonal
da célula ctbica (1/4 do comprimento da diagonal).
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O diamante tem estrutura idéntica, na qual os &tomos designados na figura por "anido" e
"catido" sdo dtomos idénticos de carbono (C). Neste tipo de estruturas, a célula primitiva
tem dois atomos e cada atomo esta ligado a 4 vizinhos que ocupam os vértices de um
tetraedro (ligagao covalente por coalescéncia de orbitais hibridos sp?).

E importante considerar ainda os metais de transicao d e f, nos quais ha niveis parcial-
mente preenchidos. Examinemos a coluna a qual corresponde o cobre (Cu), a prata (Ag)
e o ouro (Au). Estes elementos tém estruturas electronicas d'%s!, isto é, tém a camada
d completamente preenchida, além de um electrao numa orbital s. Estes elementos tém
tendéncia a comportar-se como metais simples, uma vez que esse electrao s pode formar
um gés de electroes, dando os ioes origem a uma estrutura do tipo metalico, & semelhanga
do que acontece nos metais simples como o so6dio e o potéssio.

Poderiamos elaborar um pouco mais estas consideragoes introdutérias mas deixemos isso
para mais tarde. Por agora consideremos a importancia da simetria nos cristais.

3.2 SIMETRIA NOS CRISTAIS

A ordem caracteristica do estado cristalino consiste na repeticdo periodica da sua es-
trutura, i.e., no arranjo peridodico dos atomos ou moléculas. A unidade estrutural mais
pequena que se pode conceber, e que se repete periodicamente, preenchendo todo o es-
pago, tem o nome de célula primitiva. O arranjo perioédico é especificado pela nogao de
simetria translacional e pelo conceito de rede de Bravais:

Uma rede de Bravais é um arrangjo infinito de pontos discretos, no espago (um por cada
célula primitiva), com simetria translacional.

Os pontos da rede de Bravais podem ser definidos por vectores de translagao, T, da forma

T = n1a+n2b+n3c (31)

em que os vectores base a, b, ¢ sao quaisquer trés vectores de translagao, nao complanares
e ni, Na, ng sao numeros inteiros. T representa uma translagao, tal que, quaisquer dois
pontos, r e r’, numa rede, estao relacionados por uma expressao da forma r’ = r + T,
como se mostra na figura 3.4 para uma rede a duas dimensoes, em que T = 2a+ b
é um vector de translagao. Todos os pontos da rede sao definidos por combinagoes
lineares destes vectores, com coeficientes inteiros. Note-se que pode ser escolhido, como
base, qualquer conjunto de vectores cujas combinagoes lineares com coeficientes inteiros
definam a mesma rede.

Os vectores a, b, ¢, definem uma célula que se pode tomar como célula unitdria. A célula
unitaria é, assim, um volume que, por aplicacao sucessiva de translagoes, preenche todo
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Figura 3.4: Rede de Bravais a 2 dimensoes. T = 2a + b é um vector translagao
r'=r+T).

0 espago, sem sobreposicao. Note-se, que, para uma dada rede de Bravais, ha varios
conjuntos de vectores base possiveis e por conseguinte varias células unitarias possiveis.

A célula primitiva é a célula unitaria de menor volume e contem apenas um ponto da
rede de Bravais.

Por conveniéncia, pode optar-se por uma célula unitaria convencional, escolhida de modo
a ser mais intuitiva e evidenciar melhor as simetrias. Essa célula pode ser maior do que
a célula primitiva, e conter portanto mais do que um ponto (nd) da rede de Bravais.

/ / /

Figura 3.5: Célula de Wigner-Seitz de uma rede 2D.

Pode ainda optar-se por colocar cada ponto da rede de Bravais no meio de cada célula
primitiva, Fig.3.5. A célula assim definida contem as posi¢ées do espa¢o que sdo mais
préoximas do né da rede considerado do que quaisquer outras. Essa célula tem o nome de
célula de Wigner-Seitz. Pode construir-se do seguinte modo:

1. Tracar os segmentos de recta, que partindo de um ponto da rede, o ligam a todos
os seus vizinhos préximos.

2. Desenhar os planos perpendiculares bissectores desses segmentos de recta.
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3. O volume circunscrito por esses planos, e que contem o nd da rede, é a célula de
Wigner-Seitz.

Os 6 lados da célula bissectam as linhas que unem o ponto da rede aos seus vizinhos
proximos

O ntimero possivel de tipos de redes de Bravais é limitado. A duas dimensoes hé cinco
tipos de redes de Bravais, (Fig. 3.6) definidas pelos modulos dos vectores a e b, respecti-
vamente, a = |a| e b = |b|, e pelo angulo « entre eles. As possibilidades sdo as seguintes:
i)a =0, & =090°ii) a =b a=60° (ou 120°); iii) a = b, @ =qualquer; iv) a # b,
a =90° v) a # b, a =qualquer.

o O o0 O O O O O O O

O O O O O O I o o O
b b b
I—oa © o I_@a o o s © ©
Quadrada (a=b; a=90°) Obliqua (a=b; 0+90°) Rectangular (ab; a=90°)

(@) (@) (@) (@)
o o (@)
o o o o @) o (@] o
b| O o ®) b\
2 (@) (@) a @) o o (@]
Rectangular de corpo Hexagonal (a=b; 0=120°)

centrado (a#b; 0=90°)

Figura 3.6: As 5 redes de Bravais a 2 dimensoes.

A trés dimensoes ha 14 tipos diferentes de redes de Bravais (Fig.3.7). As 14 redes de
Bravais contém apenas eixos de simetria rotacional? de ordem 1, 2, 3, 4 e 6.

Estruturas cristalinas

A rede de Bravais, juntamente com os 4&tomos ou moléculas nas suas posigoes de equilibrio
(base de dtomos) constituem a estrutura cristalina.

Rede de Bravais + base de dtomos = estrutura cristalina

2Entende-se por eixo de simetria rotacioanl de ordem n quando uma rotacio de 27 /n, em torno desse
eixo, conduz o sistema a uma configuragao idéntica a configuracao inicial.
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[~

T IR Hexagonal P

Figura 3.7: As 14 redes de Bravais a 3 dimensoes.
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Figura 3.8: Estrutura ctibica de corpo centrado ou ciibica I.

As figuras 3.8, 3.9, bem como a figura 7?7 mostram alguns tipos de estruturas cristalinas
comuns. Na estrutura cubica de corpo centrado ou cubica I, os vectores base sao da
forma: a = ae,, b = aey, c = ae,. Alguns metais elementares como o ferro (a=2.87
A), 0 césio (a=6.05 A) e o cromio (a=2.88 A) tém este tipo de estrutura. O cubo é a célula
convencional, e tem 2 atomos com coordenadas (0,0,0) e (1/2,1/2, 1/2) em termos de a. A
célula primitiva tem apenas um dtomo. A célula primitiva é um romboedro de lado igual a
2v/3a e pode ser definida pelos vectores: a’ = % (e, +e, —e.); b’ = % (—e, + e, +e.);

c=5(e;—e,te.).

Na estrutura cibica de faces centradas ou cibica F, caracteristica da maior parte dos
metais elementares, da qual sdo exemplos, o Au (a=4.08 A), o Cu (a=3.61 A), a célula
convencional (cubo) tem 4 atomos com coordenadas (0, 0, 0), (1/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 1/2)
e (0, 1/2, 1/2) em termos de a. Um modo seguro de visualizar o nimero de atomos
por célula consiste em somar todas as fracgoes de d4tomo que estao contidas no cubo.
Neste caso, em cada vértice esta 1/8 de atomo e em cada face 1/2. Somamos portanto
8x1/8+4+6x1/2 =4. A célula primitiva tem apenas um atomo e estd representada

a direita. Tem 1/4 do volume do cubo. Os vectores &', b’, ¢/, que definem a célula
primitiva sao &' = (1/2)a(e; +e,); b’ = (1/2)a(ey+e.) e ¢’ =(1/2)a(e; +e.).

a) Estrutura ciibica de faces centradas

Figura 3.9: Estrutura ctbica de faces centradas ou ctbica F.
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A estrutura hexagonal compacta (Fig. ??) pode ser vista como a sobreposigdo de duas
redes hexagonais simples, uma das quais foi rodada de 60° relativamente & primeira. Na
rede hexagonal simples a = b # ¢. a e b formam um angulo de 60° e ¢ é perpendicular

ao plano ab. Os vectores base sao: a = ae,, b = Je, + \/gaey e ¢ = ce,. Na estrutura

hexagonal compacta as coordenadas dos 2 atomos da célula primitiva (definida pelos
vectores a, b, ¢) sdo (00 0) e (2/3,1/3, 1/2).

As 14 redes de Bravais possiveis no espago tridimensional agrupam-se em 32 classes
de simetria e 7 sistemas cristalograficos: cubico, hexagonal, tetragonal, ortorrémbico,
trigonal, monoclinico e triclinico.

Operagdes de Simetria em Cristais

As operagoes de simetria em cristais levam o cristal & mesma configuracao. As translacgoes
sao também operagoes de simetria. Uma inversao de uma rede relativamente a um né de
uma rede de Bravais conduz & mesma rede de Bravais e pode conduzir o cristal & mesma
configuracao. O mesmo se pode dizer relativamente a rotacoes e reflexdes. O conjunto
das operagoes de simetria de um cristal, incluindo as translagoes, constitui um grupo no
sentido da teoria de grupos da matematica, chamado grupo espacial que inclui o grupo
pontual (das operagoes relativamente a elementos de simetria que se cruzam num ponto
do espago). Além das operagoes de translagao, que nao existem nas moléculas, ha outras
operacoes do grupo espacial. Um dos elementos de simetria que pode existir em cristais é
o plano de simetria deslizante (glide plane) que inclui uma translagao parcial combinada
com uma reflexdo. H4a também eixos parafuso (screw axis) que consistem em rotagdes
combinadas com translagoes parciais ao longo do eixo de rotagao.

As operagoes dos grupos pontuais em cristais sao menos do que as que existem em
moléculas, porque num cristal todo o espago deve ser preenchido. Por exemplo, s6 existem
rotacoes de 60° e 90° ou multiplos desses valores. Estas limitagoes reduzem os grupos
pontuais para cristais a 32 grupos distintos e todas as estruturas cristalinas podem ser
classificadas como tendo uma dessas simetrias. Também se podem classificar os cristais
de acordo com os grupos espaciais, havendo 230 grupos espaciais diferentes. O estudo
destes grupos constitui a crsitalografia.

Tensores Fisicos

Muitas propriedades macroscopicas de cristais podem ser descritas em termos de tensores.
A condutividade eléctrica é um exemplo. Para um material isotrépico, constituido por

67



SIMETRIA NOS CRISTAIS

As 14 redes de Bravais e os 7 sistemas cristalogrificos:

Sistema Nimero de Simbolos da rede Eixos e dngulos da célula
redes unitaria convencional
P ou cs (ctibica simaples) a=b=c
Cubico 3 T ou cee (eibica de corpo centrado) a=f=y=00°
F ou cftc (cabica de faces centradas)
a=b#c
Hexagonal 1 P a=P=902; y=120°
a=b=c
Tetragonal 2 B I a=f=y=00°
aFbic
Ortorrémbico 4 B.C.LF o=fi=y=00°
a=b=c
Trigonal 1 R a=P=y=1202000
aFbic
Monoclimico 2 P.C o=y=50°f
aFbic
1 P o iy

Eixos a, b, ¢ e dngulos o, B, v, que definem o tipo de rede. Note-se que os dngulos sao
designados pelas letras gregas comespondentes aos eixos a que se opdem. Assim, por
exemplo o dngulo o« € o dngulo entre os eixos b e ¢ e oposto ao eixo a.
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4
| al2 / a
|

Figura 3.10: Exemplo de um plano de deslizamento.

muitas cristalites, ou pequenos dominios cristalinos, a condutividade é um escalar, na
medida em que nao depende da direccao do campo eléctrico aplicado. Em sistemas mais
complicados, como em cristais macroscopicos, a condutividade pode ser anisotrépica,
dependendo da direcgao do campo aplicado relativamente & orientagao do cristal. Nestes
casos, podemos considerar um referencial (sistema de eixos) no laboratorio e orientar
o cristal relativamente a esse referencial. As componentes da corrente eléctrica estao
relacionadas com o campo eléctrico aplicado pela relagao

Ji - E UijEj
J
em que 7 e j sao indices de entre x,y, z. Também se pode escrever
J=0cE

sendo o o tensor, que ndo é mais do que uma matriz de componentes ;; que representa
a condutividade do cristal. Qualquer operacao de simetria que deixe o cristal invariante,
deixa também o tensor da condutividade invariante.

Pode demonstrar-se que, em cristais com certos tipos de simetria, como nas estrutiras
cubicas, o tensor da condutividade se reduz a um escalar, implicando que a condutividade
é isotropica. Para tal, teremos de aplicar as operacoes do grupo de simetria do cristal ao
tensor e ver como ele se comporta.

O efeito da aplicagao de uma operagao de simetria representada por uma matriz S a um
tensor, pode ser visto como uma mudanca de eixos de uma matriz, e é também chamada
transformagao de semelhanga (ver Apéndice).

o'=8057"!

Outra propriedade interessante de alguns cristais é o efeito piezoeléctrico que é descrito
por um tensor de terceira ordem (com trés indices), o qual especifica a polarizagdo do
cristal quando sujeito a uma tensdo de deformagdo (strain). A polarizacao (criagao de
um dipolo eléctrico induzido) esta relacionada com as deformagoes do cristal pelo tensor
piezoeléctrico. Note-se que se o cristal tiver um centro de simetria (7) as componentes do
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tensor piezoeléctrico resultantes da aplicacao da operagao de inversao relativamente a 4
sao antissimétricas, i.e., c;jk = —¢4;k, pelo que a resultante de todas as componentes do
tensor € nula e o cristal nao tem efeito piezoeléctrico. O quartzo é um exemplo de cristal
que apresenta efeito piezoeléctrico, sendo, por isso usado em microbalacas, e osciladores.
De facto, o quartzo pertence a classe trapezoédrica trigonal (32) que corresponde ao
grupo de simetria pontual D3, o qual nao tem centro de simetria.

3.3 ESPACO RECIPROCO

Uma vez que os electrées se comportam como ondas, eles podem sofrer reflexées devido
a periodicidade da rede cristalina. Essas reflexées chamam-se reflexoes de Bragg. A sua
discussao vai conduzir-nos as nogoes de espaco reciproco e de zonas de Brillouin.

Rede Reciproca e Zonas de Brillouin

e o 25

z

Figura 3.11: Ondas planas com a periodicidade da rede.

Consideremos um conjunto de planos de uma rede cristalina, com parametro de rede a,
Fig.3.11 e uma onda plana, ¢*®*) | com incidéncia normal ( = 90°). Para um dado valor
de k = 27 /), arbitrario, a onda plana ndo terd, em geral, a periodicidade da rede, mas
poderé té-la para certos valores. De facto, todas as ondas planas com comprimentos de
onda iguais ao pardmetro de rede, a, dividido por um ntimero inteiro, tém a periodicidade
da rede.

No caso simples de uma rede bidimensional, de vectores base ortogonais, as ondas planas
com a periodicidade da rede e que se propagam na direc¢ao de a, tém vectores de onda
da forma k = %’Tnle,;, sendo n1, um namero inteiro, como se pode ver na figura 3.11.
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Extrapolando para trés dimensoes, as ondas planas, com a periodicidade da rede e que
se propaguem na direccdo dos outros vectores base terao forma correspondente, nome-
adamente, ky = Q%ngey e ks = Q%ngez. Esta forma sugere a definicdo de um espaco,
chamado espaco reciproco, com vectores base da forma:

27

g1 =, €
__ 27

B2 =5 ¢
27

g3 = . €

Estes vectores base e as suas translagoes, da forma

G=hg +kgy+ligs
com h, k, [ inteiros, geram uma nova rede de Bravais, chamada rede reciproca. Se os
vectores base a, b, ¢, nao forem ortogonais, os vectores base do espago reciproco terao,
no entanto, uma forma mais complexa, como veremos.
Note-se que, mesmo no caso geral, de vectores base nao ortogonais, teremos sempre
= ¢t (GT) (3.2)

i (G.r)

i [G(r+T)]

uma vez que as ondas planas da forma e tém a periodicidade da rede.

Eliminando ¢’(G*) em ambos os membros da equacdo, podemos caracterizar a rede
reciproca como definida pelo conjunto de vectores de onda, G, que satisfazem a condigao

(3.3)

Note-se que uma rede reciproca é definida relativamente a uma rede de Bravais particular.
A rede de Bravais que determina uma dada rede reciproca pode chamar-se rede directa,
quando considerada em relagao a sua reciproca.

A expressao 3.2 pode ser generalizada para qualquer funcao periddica com a periodicidade
da rede de Bravais. De facto, a simetria translacional implica, para qualquer fungéo f(r)

flx+T) = f(r) (3.4)

para todos os pontos r do espaco e para todos os vectores T. Nessas circunstancias pode
escrever-se f(r) sob a forma de série de Fourier:

flr)=> Age' (G
G

1 .
Ag = — f(r)e (G gr
VG clula

(3.5)
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sendo V. o volume da célula e dr o elemento de volume (que também ¢é usual escrever
como d*r ou dr). Note-se que as componentes da série de Fourier sio ondas planas.
Note-se também, que, substituindo a primeira equagido de (3.5) em (3.4) se obtem a
condicao (3.3).

O estudo de fungoes perioddicas com a periodicidade de uma rede de Bravais é de impor-
tancia fundamental na fisica do estado s6lido. De facto, muitas grandezas fisicas, como o
potencial e a densidade de carga, tém a periodicidade da rede cristalina. Por outro lado,
o uso de transformadas de Fourier, aplicavel a qualquer funcao periodica, possibilita o
estudo de muitos problemas da fisica do estado sélido.

Atendendo as formas de G e de T, apresentadas anteriormente, em particular, no caso
de eixos ortogonais,

2 2 2
G:hg1+kg2+lg3:hgex-i-k%ey—&-l%ez (3.6)
T=nia+nsb+nsc=niae, +naybe, +nsce, (3.7)

conclui-se que o produto interno, (G.T), é

(G.T)=(hni+kngs+1In3)2r =27m  (m=inteiro)

pelo que
(g1.a) =21 (g1.b)=0 (g2a)=0 (gs.a)=0
(g2b) =27 (g1.c)=0 (g2.c)=0 (g3.b)=0
(g3.c) = 27
ou seja
1 L
(gi.Tj) =27 6ij ; Tj = a,b7c ; (Sij = { > l j" (38)
0 sei#j.

Relagoes que também devem ser validas para eixos nao ortogonais.

Da relagao (g;.7;) = 0 com (j # i), conclui-se que os g; sdo normais aos 7, quando
j # 1, e consequentemente,

g1 = constante.b x ¢
(a.g1) = a.constante.b x ¢ = 2.

E identicamente para os outros g e 7, donde se conclui que os vectores g; podem ser da
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forma
b xc
81 :27Ta.(b><c)
X
axb
g3:2ﬂa.(b><c)

que se pode tomar como defini¢do. a. (b x ¢) =V, é o volume da célula unitaria.

Pode verificar-se que esta definigao, de facto, satisfaz a defini¢ao de rede reciproca (ex-
pressao 3.3).

Os vectores G que geram a rede reciproca, sdo translagoes dessa rede e podem portanto
escrever-se sob a forma

’ G=hg +kgs+lig3 ‘ (h, k,1) ntuneros inteiros (3.10)

A célula de Wigner-Seitz da rede reciproca chama-se primeira zona de Brillouin ou
simplesmente zona de Brillouin. O seu volume é
(2m)3 83

|g1-(g2 x &3)] = abxa] Vo (3.11)

Podem definir-se zonas de Brillouin de ordem superior, como veremos.

Na figura 3.12. estao representadas as zonas de Brillouin para as estruturas cubicas de
faces centradas e de corpo centrado.

Notar que as unidades do espaco reciproco sao L™! (m~*, cm™!, A1, etc.). Os para-
metros de rede (modulos dos vectores a, b, ¢) para uma rede cristalina real sdo da ordem
do A (107'°m) pelo que os valores dos modulos de G sio da ordem do A=1 (10°m~1).

Propriedades da rede reciproca

i) Qualquer G é perpendicular a uma familia de planos da rede directa. Atendendo a
que, (ver Fig.3.13), a projecgao de T sobre G é

(G.T) = |G|.|T]| cos 6 (3.12)

e atendendo a que a distancia & origem do plano normal a G e passando por r’ é d =

|T| cos 6, vem
G.T
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a) b

Figura 3.12: Zonas de Brillouin para a) estrutura ciibica de faces centradas e
b) estrutura ciibica de corpo centrado. Cada poliedro esté inscrito num cubo
de aresta 4w/a , em que a é a aresta do cubo da rede directa. Na estrutura
ctibica de faces centradas, o volume da zona é metade do volume do cubo.
Na estrutura ctubica de corpo centrado, o volume da zona é 1/4 do volume do
cubo. Estes poliedros obtém-se do seguinte modo: i) calcular os vectores g,
g2, g3 a partir dos vectores a’, b’, ¢’ da célula primitiva; ii) construir com eles
o conjunto dos menores G; iii) construir a célula de Wigner-Seitz do espago

reciproco (construindo os planos bissectores e normais a cada G).

Figura 3.13: A esquerda est4 representada uma rede bidimensional, um ponto de
coordenadas r', a distancia a origem do plano normal a G e passando porr’ e a
distancia entre dois planos consecutivos de indices de Miller (10) (ver adiante).
A direita esta representada a rede reciproca. Os nés da rede reciproca estao
representados por quadrados a cheio e os da rede directa pelos circulos. G é
normal aos planos (10).
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Das expressoes (3.1) e (3.10) conclui-se que

(GT) = (hgl —+ ]ng + lgg)(nl a—+ %) b + ns C)

= (hni + kna +Inz)2r (3.14)
=27n
¢ portanto
2mn
d=— (3.15)
G|

Se considerarmos um T' de componentes nj, n,, ns e um nimero inteiro qualquer m, e
1y 1925 193 )
fizermos por exemplo nf = ny —ml; ny = ngy — ml; n§ = ng + m(h + k), vem

(G.T') = {(n1 — ml)h + (na — ml)k + [(n3 + m(h + k)]l }27
=(n h+nok+n3l)2r
=2mn
=(G.T)

concluindo-se assim que existe uma infinidade de vectores T’ (correspondentes a todo
o conjunto dos nimeros inteiros, m) com a mesma projeccao sobre G e terminando
necessariamente num mesmo plano perpendicular a G, a distancia d da origem. Entao, se
houver um &4tomo numa posi¢éo r’ desse plano, havera uma infinidade deles. Construimos
assim um plano da rede cristalina cujo director (normal) é o vector Gpy;.

Por outro lado, todos os planos idénticos correspondendo a valores diferentes de n na
expressao (3.14) sao paralelos a este e tém o mesmo director, pelo que a familia destes
planos pode ser identificada pelo seu Gy ou simplesmente pelos indices h k. Os indices
h k1 sao chamados os indices de Miller.

Por outras palavras, todos os vectores T que, para um dado G satisfazem a equacédo
3.14, terminam num plano normal a G. Entao cada vector G, isto é, os seus indices h k1,
podem ser usados para indicar um conjunto de planos da rede directa. Uma vez que s6
a direccao de G interessa, os hkl sao definidos a menos de um factor comum. Se este
factor for escolhido de modo a que os h k1 sejam os menores inteiros possiveis, G é (para
uma dada direcgao) a mais curta translagdo na rede reciproca.

ii) A distancia entre planos consecutivos da familia (h k1) é dada por

2
dpr = | (3.16)

G|

De facto, é facil verificar (ver Fig. 3.13) que n e n’ relativos a planos adjacentes, diferem
apenas de uma unidade, pelo que
n—n')

27 (
= d — d/ =
G|

dhii
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A Fig.3.14. podera ajudar a visualizar estas relagoes entre a rede directa e a rede

Figura 3.14: Relacao entre a rede directa e a rede reciproca.

reciproca.

Para qualquer G ha uma familia de planos perpendiculares a ele e espacados de d, sendo
o mais curto dos Gs, Gy = 27” n, e portanto, d = é—”o‘ A familia de planos (paralelos),
espagados de d, tem uma infinidade de Gs, da forma G = mGq (m, inteiro), paralelos,

podendo ser representada pelo menor deles: Gy = 27” n.

iii) Os indices de Miller, hkl, sdo os inversos das intersecgbes dos respectivos planos
com as direcgoes a, b, ¢, depois de suprimidos factores comuns, (Fig.3.15a). Note-se
que a equacao de um plano pode ser escrita como x% + ylo + % = 1, sendo xg, Yo,
zo as intersecgbes com os respectivos eixos. Portanto a equagdo do plano (hkl) pode

escrever-se: hx + ky + [z = 1. Se considerarmos a direccao a, teremos na expressao

C
cll ¢ ¢
b/k b b
a/h a
a a
(200) (110)
a) Eixos intersectados por
b) Planos (200) b) Planos (110)

plano cristalino (hkl)

Figura 3.15: Os planos cristalinos sao definidos pelos inversos das intersecgoes
com os eixos cristalinos (a/h, b/k, ¢/1) e designados por (hkl). Na figura estao
representados os planos (200) e (110). Note-se por exemplo que um plano (200)
corta os eixos a, b, ¢ para os valores a/2, co e oo, respectivamente, sendo
portanto os seus inversos 2, 0, 0.
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(3.14), no = n3 = 0 e portanto ny = n/h. A distancia a origem, da intersecgao do plano
que corta a nestas condigoes é dada, em unidades de a = |a|, por d; = n/h. Do mesmo
modo, considerando as outras direcgoes, teremos dy = n/k e d3 = n/l. Os seus inversos,
depois de suprimir o factor comum n, sao hkl. Na Fig. 3.15 representa-se um plano
(hkl) e as suas intersecgoes com os eixos, e os planos (200) e (110), como exemplo.

Os indices negativos sdo representados com o sinal menos sobre o indice. Na Fig. 3.16
representa-se o plano (111) e o vector G = g; — go + g3 que lhe é normal.

[111]

(111)

/4

a

Figura 3.16: Representacao da direcgao [111] e do plano (111). Os indices
negativos sao representados com o sinal menos sobre o indice. Para os planos
usam-se paréntesis curvos, (hkl) e para as direcgées normais a esses planos
usam-se paréntesis rectos [h kl].

3.4 DIFRACCAO

Em 1913, W.H. e W. L. Bragg® observaram que os cristais produziam padroes de difraccao
da radiacdo X notéaveis?. Interpretaram essas observacoes, admitindo que os cristais
eram formados por planos de atomos a distancias regulares uns dos outros. O feixe
de raios-X era reflectido especularmente por esses planos, reflectindo cada plano apenas
uma pequena frac¢ao da radiagao incidente, como se fosse um espelho semitransparente.
Os raios assim reflectidos interferiam construtivamente, quando a diferenca de percurso,
2d sin 0, entre os raios reflectidos por planos consecutivos era um miltiplo do comprimento
de onda, A, pois s6 assim as ondas podem estar em fase. No esquema da figura 3.17a)

mostra-se que uma onda plana (e.g. feixe de raios-X) sera reflectida pela familia de

3W. L. Bragg, Proc.Cambridge Phil. Soc., 17,43 (1913).

40s raios-X tinham sido descobertos em 1895, por Wilhelm Roentgen. A descoberta deve ter sido
surpreendente: ver

http://dererummundi.blogspot.com/2007/11 /viso-de-esprito-ou-esprito-de-viso.html
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planos (de atomos) a distancia d uns dos outros, se a diferenga de percurso entre dois
raios paralelos for um multiplo do comprimento de onda de (2dsin = n).

A condigao de Bragg é, portanto:

2d sinf) = n A (3.17)

sendo n = 1 para a reflexdao de primeira ordem. O comprimento de onda dos raios-X é

a) by N b)
(k=27/)) (k'=27/0)
07 /
d

dseng ;\ Zd sen 0

|G|=2k sen ©

Figura 3.17: a) Uma onda plana (e.g. feixe de raios-X) sera reflectida pela familia
de planos (de atomos) a distancia d uns dos outros, se a diferenga de percurso
entre dois raios paralelos for um miltiplo do comprimento de onda (2d sin = n\).
E a conhecida lei de Bragg. b) A condi¢do de Laue implica que sempre que é
satisfeita a condicao Ak = G existe interferéncia construtiva. E como se pode
ver na figura, |G| = 2ksinf, e d = %|, as duas relagées sao equivalentes.

tipicamente da ordem do A, comparavel a distancia interatémica em solidos. Isto significa
que um cristal actua como uma rede de difrac¢do para os raios-X. Um feixe de raios-X
que incida sobre um cristal é difractado segundo os varios dngulos que correspondem a
condi¢ao de Bragg, para os varios planos cristalinos.

No contexto da difrac¢io de raios-X, uma reflexdo correspondente a um valor de n (na
lei de Bragg, eq.3.17) pode ser interpretada como sendo a reflexao de ordem n dos planos
(hkl). Em vez disso, a reflexdo pode ser descrita como a reflexdo relativa aos planos
(nhnknl). Reescrevendo a lei de Bragg como 2 (%) sin = A faz com que a reflexao de
ordem n dos planos (hkl) espagados de d parega uma reflexdo de primeira ordem de
planos espagados de d/n. Planos com este espagamento teriam indices (nhnknl).

Embora a difraccdo possa ser usada para a determinacao de estruturas cristalinas, o seu
fundamento é relevante para muitos fenémenos da fisica do estado solido, e pode ser
generalizado para muitas situagoes em que hé interacgao da radiagao electromagnética
com a matéria no estado sélido, nomeadamente com cristais.
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Consideremos um cristal com os dtomos fixos nas suas posigoes de equilibrio, o que gera,
naturalmente, um potencial periddico. Se fizermos incidir sobre o cristal um feixe de
particulas ou ondas (e.g., electres, neutroes, raios-X) em que cada uma delas se propaga
com vector de onda k, temos que a probabilidade de difracgao, ou reflexdo, que provoca
a transigao para um estado de vector de onda k’ é proporcional ao momento de transi¢ao

K[VIk) = / U (1) V() e (r) de

sendo dr, o elemento de volume. Podemos expandir V(r) em série de Fourier, de acordo
com 3.5, V(r) =3 o Vo e"G) em que G é um vector da rede reciproca. Considerando
que a onda incidente é da forma ¢ (r) = e'®r) e que a onda difractada ou reflectida é da
forma ¥y (r) = ei(k/'”), que é a situagao de, por exemplo, radiagao electromagnética, ou
electroes livres (gas de Fermi), a probabilidade da transigao ¢ proporcional ao momento

de transicao, que sera da forma
K|V|k) = Z VG/e—i(k’.r) eH(Gr) gilkr) g Z VG/ei[(k-i-G—k/)‘r] dr (3.18)
G G

que s6 serd nao nulo se® k + G — k’ = 0, ou seja, se

[Ak=Kk —k=G] (3.19)

sendo k e k/, os vectores da onda incidente e difractada, respectivamente. Esta condicao
é conhecida como condi¢ao de Laue.

Atendendo a 3.16 e 3.19, que implica |G| = 2k sin 6, como se pode ver na figura 3.17b),
e e a que k = 2m/\, chega-se inevitavelmente a lei de Bragg, 2d sinf = n.

Factor de Estrutura e Factor de Forma

Vejamos qual a contribuigao dos vérios dtomos da célula unitaria para a intensidade da
difraccao, ou de um modo geral, da probabilidade da transicao de um estado k para
um estado k’ de qualquer particula/onda, que se propague no seio de um cristal. E
natural que qualquer particula/onda que se propague no interior de um cristal interactue
com os electroes dos atomos, uma vez que os niucleos estao blindados pela distribuicao
electronica. A particula/onda ira sentir o potencial periodico V(r) devido as ntvens
electrénicas envolventes dos niicleos, que nesta primeira aproximacao, consideramos fixos,
nas suas posigoes de equilibrio. Esse potencial periédico no ponto r serd naturalmente

5As funcées de onda, como as ¥y constituem conjuntos completos de funcdes ortonormadas, e conse-
quentemente os integrais da forma f 1/)21% dt sdo nulos a menos que k = k’. Alids também se pode fazer
o calculo de um destes integrais e verificar que é nulo.
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Célula unitaria

Figura 3.18: Célula unitaria onde se indica a posicde um dtomo, R;, bem como
a posicao de um electrao pertencente a esse atomo, relativamente a origem r, e
relativamente & posicao do dtomo, r — R, considerado pontual.

a sobreposigao dos potenciais centrados nos vérios dtomos em posi¢des R;. V(r) sera
portanto da forma (ver Fig.3.18)

em que N é o nimero de atomos no cristal.

Se usarmos ondas planas como base de expansao das fungoes de onda, o elemento matri-
cial (k’|V|k) sera dado por

cristal

N
]. : ’ .
K'|V[k) = /efﬂk DY v (- Ry) el *dr
j=1

sendo V., ista; 0 volume do cristal e dr = d7, o elemento de volume.

Trocando a ordem do somatorio pelo integral e multiplicando e dividindo cada termo por
¢! —X).R; o g6 considerarmos ainda que o volume do cristal é o niimero de células, N,
vezes o volume da célula, V., (V = N.V.), vem
1 & 1
<k/|V|k> — E Ze—z[(k —k)ARj] vC/e—z[(k —k)A(r—Rj)] v (I‘ _ Rj)dI'

Jj=1
Considerando que existem s d&tomos por célula, o primeiro somatoério pode ser factorizado

numa soma sobre as s posi¢goes em cada célula primitiva e numa soma estendida a todas
as translagoes:

Zefi(k'fk).Rj _ iefi(k'—k).Rj [Z ei(k’k).T‘|
j=1

T
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Se k' — k = G, isto &, se for satisfeita a condi¢do de Laue, cada termo da segunda soma
¢ igual a um e a soma ¢ igual ao numero de células, N.. Se k' — k nao for um vector da
rede reciproca, a soma torna-se no produto de trés factores, em que pelo menos um deles
é nulo®.

Deste modo, factorizamos (k’|V|k) em dois termos:

A — Z e—i(kl—k).Rj
j=1

B = 1 / ¢~ iK1 (r=R) 4, (p — R;)dr
Ve clula

(3.20)

tais que (k’|Vk) = A B.

De acordo com 3.18 e 3.19 (condigao de Laue) o momento da transigao so sera nao nulo
se k' —k = G, s6 havendo difraccao ou reflexdes de Bragg se essa condicao for satisfeita.

Nessas condig¢oes, podemos escrever A = Sq:

Sg =) e CR (3.21)
j=1

que se chama factor de estrutura geométrico.

Se em B (equacao 3.20) considerarmos que r—R,; é a posi¢ao r’ do electrao relativamente
ao atomo na posicao R; (Fig. 3.18), e satisfazendo a condigao de Laue, podemos escrever

B = fgj

1 Gy
fej=— e G y(r') dr! (3.22)
Ve clula

A fg, chama-se factor de forma.

O factor de forma fg; depende do vector G do espaco reciproco da estrutura cristalina e
da natureza dos dtomos, nomeadamente, dos detalhes da densidade electronica do atomo
que ocupa a posicao R; na célula. E como a densidade electrénica depende do niimero
de electroes do atomo, o factor de forma é, em principio, tanto maior quanto maior for
0 seu nimero atémico.

6E facil demonstrar, usando uma expressio (2.97(7)), que vem adiante, para k. Teremos, a uma dimensao:
n 2w

’
) ;m
SN emin T me =3 N =% 27 — ™V X/T =0 (a soma das raizes de indice N de 1 ¢ nula).
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Combinando Sg com fg; obtém-se o factor de estrutura (total) (S é apenas a compo-
nente geométrica). Poderiamos escrever para o factor de estrutura total,

Ve = Z f(;j e IG Ry (3.23)
j=1

A intensidade da reflexdo de Bragg ¢ proporcional a |Vg|?, uma vez que a probabilidade
das transigoes entre os estados k e k' é proporcional ao quadrado de (k’'|V k) (ver equagao
3.18). Na maior parte dos processos s6 um Vg é relevante (processos normais).

A titulo de exemplo determinemos o factor de estrutura para uma rede ctbica de corpo
centrado. Existem dois atomos por célula unitaria (cubo de aresta a) com coordenadas
em termos do pardmetro a (u; v; w;), respectivamente (0 0 0) para j =1e (1/2 1/2
1/2 ) para j = 2. Usando a expressao do factor de estrutura, e atendendo a que s6 existe
um tipo de atomos cujo factor de forma supomos f, vem:

fJ(G) efiZﬂ'(ujh+vjk+wjl)

-

Il
—

Ve =7 fi(G)e " Gn =
j=1

J

f

—

14 efiw(h+k+l):|

2f se h+k+1=par
0 se h+ k+ 1= impar

Vé-se assim que, para uma estrutura ciibica de corpo centrado, s6 os planos cujos indices
de Miller somam um ndmero par, dao origem a picos de difracgao.

Determinacao de Estruturas

A difraccao constitui a base de varios métodos para a determinagao de estruturas, fazendo
uso da lei de Bragg (expressdo 3.17) ou da condicdo de Laue (expressdao 3.19) e do
factor de estrutura (expressao 3.23) que, como vimos, determina a intensidade dos feixes
difractados.

As ondas electromagnéticas sao difractadas por objectos com dimensoes comparaveis ao
comprimento de onda da radiacdo. Assim, os raios X, que tém comprimentos de onda
da ordem das distancias entre atomos nos cristais (0.1 nm, ou seja 1 A) sdo difractados
pelas redes cristalinas. A partir dos angulos de difraccao e das intensidades dos feixes
difractados, é possivel obter as posicoes relativas dos 4tomos em moléculas e em cristais
e em principio em qualquer material. E mesmo possivel determinar as distribuices das
densidades electronicas em ligagoes individuais.
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Por seu turno, feixes de electrdes com velocidades da ordem de 2 x 107m s~!, (acelera-
dos por uma diferenga de potencial da ordem de 4 kV) tém comprimentos de onda da
ordem de 0.04 nm (0.4 A) podendo ser também utilizados para analise de estruturas.
Existem também métodos baseados em feixes de neutrdes térmicos (moderados) que tém
comprimentos de onda idénticos.

Os métodos mais utilizados para a determinagao de estruturas baseiam-se na difracgao
de raios-X produzidos por bombardeamento de metais com feixes de electroes de alta
energia.

A radiagdo Cuka, por exemplo tem um comprimento de onda de 154.1 pm.

O conhecimento dos angulos de difraccao, que se pode obter a partir das posigoes dos
picos de difrac¢ao num alvo (pelicula fotografica ou detector) d4a-nos informagcéo sobre as
distancias entre os planos de cada familia. As intensidades dos picos de difrac¢ao contém
os factores de estrutura (I = |Vg|?) pelo que é possivel, por métodos iterativos, obter
informacao sobre a posigao (coordenadas) dos atomos.

Um feixe de raios X com vector de onda k (comprimento de onda A = 27/k) dar4 origem
a um pico de difraccdo (ou reflexdo de Bragg) se e so se for satisfeita a lei de Bragg
(ou a condigao de Laue). Deste modo, para um dado comprimento de onda fixo e para
uma dada direc¢ao de incidéncia fixa, ndo se observardo, em geral, picos de difraccao.
Se quisermos procurar experimentalmente as posi¢oes dos picos de difraccao, temos que
fazer uma de duas coisas: ou variar o comprimento de onda do feixe incidente, ou variar
a sua direcgao (na pratica, variar a orientagao do cristal relativamente a direcgao do feixe
incidente).

Os vérios métodos de determinagao de estruturas baseiam-se nessas opgoes.

Construgao de Ewald

A construcao da esfera de Ewald (Fig.3.19) é um método grafico de "resolver"a equagio
de difraccdo. E de grande utilidade para visualizar os véarios métodos de difraccio e
deduzir a estrutura cristalina a partir dos picos observados.

Em geral, a esfera, no espago dos k, com a origem na sua superficie, ndo tera outros pontos
na superficie. A construcao de Ewald confirma assim, que, para um feixe incidente com
vector de onda arbitrario, ndo havera picos de Bragg. Podemos, no entanto, assegurar o
seu aparecimento usando vérias configuragoes experimentais.
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) 0 °

Figura 3.19: Construcao de Ewald. Em primeiro lugar, desenha-se a rede reci-
proca. Depois, toma-se um ponto qualquer da rede reciproca e desenha-se k
(vector de onda do feixe incidente). Usa-se a extremidade do vector k para
desenhar uma esfera de raio |k|. Se esta superficie passa por um ponto da rede
reciproca, entao a condi¢ao k' —k = G é satisfeita e G d4 origem a um feixe
difractado, k'.

Método de Laue ou do cristal fixo

Neste método, o cristal esta fixo e utiliza-se um feixe de raios X policromatico, i.e. com
uma larga gama de comprimentos de onda. Os comprimentos de onda que satisfazem
a condicao de Bragg para as varias familias de planos cristalograficos dardo origem a
picos de difracgao, a menos que o factor de estrutura seja nulo. Este método é sobretudo
utilizado para determinar a orientagao de cristais com estrutura conhecida. Se a direc¢ao
incidente fér a de um eixo de simetria do cristal, os picos de difracgao estarao dispostos
com a mesma simetria.

Método do cristal rotativo

Este método utiliza radiagao monocromatica. O cristal roda em torno de um eixo fixo,
c, expondo as varias familias de planos de modo a satisfazer a condicao de Bragg com
a pelicula fotografica disposta cilindricamente & volta do eixo de rotagao. Um processo
alternativo para resolver reflexdes individuais consiste em mover também o filme em
concordancia com a rotagao do cristal. Numa das variantes deste método, chamado o
método de precessao de Buerger, é possivel obter uma imagem nao distorcida da rede
reciproca e atribuir indices a cada uma das reflexées (Fig. 3.20).
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/300/

2'10/./
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120

1 500’/ _219

Figura 3.20: Fotografia com camara de precessao, da rede reciproca de um cristal
de Cay(Mn, Fe)(POy4)2.2H520 com algumas das reflexées identificadas.

Método dos pos ou de Debye-Scherrer

No método de Debye-Scherrer é usada um amostra policristalina ou po, na qual os graos
ainda sao muito grandes comparados com as dimensoes atémicas. Uma vez que os eixos
cristalograficos dos graos individuais estao orientados ao acaso, o diagrama de difraccao
produzido por um pd é o que seria obtido combinando os diagramas de difraccao de
todas as orientagoes possiveis de um monocristal. O diagrama é determinado, fixando

cones de difrac¢do

-

Amostra

feixe incidente

Figura 3.21: Esquema do método de Debye-Scherrer.

o comprimento de onda da radiagao incidente e colectando as imagens das reflexoes
cujos angulos satisfazem a condigao de Bragg. Uma vez que existe sempre um ntmero
consideravel de graos cujos planos de uma dada familia estdo orientados de modo a
satisfazer a condi¢ao de Bragg, obtém-se riscas na pelicula fotografica (ou num resgisto
dos picos no detector) cuja distancia a origem pode facilmente ser identificada com o
angulo de difracgao (20 = d/r, sendo 26, o angulo de difracgao em radianos, r, o raio da
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camara e d, a distancia das riscas a origem) Figs. 3.21.

Na figura 3.22 mostram-se diagramas de pos para estruturas cibicas. Note-se a auséncia
de riscas de acordo com os factores de estrutura. A determinacao completa de uma estru-

Ciibica de corpo centrado (h+k+1 = par)

(110) (200) (211)  (220) (301) (222) (321)

260

Ciibica de faces centradas (h k.l todos pares ou todos impares )

111) (200) (220) (311) (222)

Figura 3.22: Diagramas de pos para varios tipos de estruturas ciibicas. Notar a

(
- >
26

auséncia de riscas de acordo com os factores de estrutura.

tura cristalina pode conseguir-se, no caso de dispormos de monocristais, pelo método de
precessao e atendendo a que as intensidades dos picos de difracgao sao proporcionais aos
quadrados dos factores de estrutura. Uma vez que uma dada intensidade nao determina
univocamente as coordenadas dos atomos, torna-se necessario proceder por processos
iterativos e por aproximagoes ou refinagoes sucessivas. Existem pacotes de software bas-
tante sofisticados, através dos quais é possivel obter imagens estereoscopicas de células
unitarias relativamente complexas.

Nos casos, bastante comuns, em que nao se dispée de um monocristal é em muitos casos
possivel proceder & determinacao de estruturas a partir de diagramas de pos, recorrendo
a processos sofiscados de computagao.

Dispersao dos Electroes Devido a Reflexdes de Bragg

Vimos com algum detalhe como a propagacao de ondas num cristal é afectada pela
periodicidade da rede.

A terminar esta secgao, fagamos um breve resumo sobre as consequéncias da periodicidade
da rede no comportamento ondulatoério dos electroes.
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Se for k a direcgao de propagacao de um electrao, a sua onda podera ser reflectida pelos
planos (h k1), definidos pelo vector G se for possivel uma transi¢ao para um estado k',
que satisfaca a condigao de Laue, k' = k+ Gy, ;;, ou por outras palavras, se for satisfeita
a condi¢ao de Bragg, i.e., se a diferenga de percurso entre as ondas incidente e reflectida
for um multiplo do comprimento de onda de de Broglie, A = 27/k. E isso é verdade se

2dsinf = n\, em que n é um inteiro e d, a distancia entre planos adjacentes de indice
(hkl).

Da condigdo de Laue, k' = k + Gy, 11, e uma vez que para dispersao elastica |k|? = |k/|2:

k/2 — (k+thl>2 _ k2
=k’ +2kGppi + Gjy =K

Eliminando k? em ambos os membros, vem
Qk.thl + G%Lkl =0

Pelas definigoes de rede reciproca, é facil de ver que, se G é um vetor da rede reciproca,
entdao —G também é. Isso faz com que seja possivel escrever a condi¢ao acima como

kia-(1a) 21)

Esta expressao é uma outra versao da lei da difracgao.

Consideremos dois exemplos. Um primeiro muito simples de uma rede a uma dimensao.

Os vectores G sao da forma G = hg; com gy = 27” e a zona de Brillouin vai de
1 2 3 X
e
=0 =Na —7t/a w/a

Figura 3.23: Rede cristalina unidimensional com N células primitivas (e.g., um
atomo por célula) e onda que se propaga nessa rede. A direita esta representada
a primeira zona de Brillouin, cujos limites sao os planos que cortam o eixo k a
k=42

—2 a Z. A condigao 3.24 implica que as ondas/particulas com vector de onda k& = =

. . . 2 .
sejam reflectidas. De facto, verifica-se que g%%’r = (%27”) . O mesmo aconteceria para

ondas/particulas com vector de onda k = —Z. Isto significa que as ondas se reflectem

nos limites de zona.

87



DIFRACCAO

Consideremos, agora o exemplo de uma rede quadrada e desenhemos a sua reciproca,
(Fig.3.24). Partindo de um ponto dessa rede como origem, imaginemos linhas para
os os pontos vizinhos da rede e desenhemos os planos que bissectam essas linhas. Esses
planos, que satisfazem (3.24), s@o os planos de Bragg. As regioes delimitadas pelos planos

a) b)
6
4
) 3
12G

X . 2

Plano de Bragg

ou face da zona

de Brillouin

Figura 3.24: Zonas de Brillouin para uma rede quadrada. Partindo de um ponto
da rede reciproca, imaginemos linhas para os os pontos vizinhos da rede e dese-
nhemos os planos as que bissectam. Esses planos, que satisfazem (3.24), sao os
planos de Bragg. b) As regides delimitadas pelos planos de Bragg sao as zonas
de Brillouin. Os numeros indicam a sua ordem.

de Bragg sao as zonas de Brillouin. Pode ver-se na Fig 3.24 que os quatro tridngulos
adjacentes ao quadrado central, que constitui a primeira zona de Brillouin, tém no seu
conjunto a mesma area. Podemos “rebaté-los” (ou deslocé-los de vectores G apropriados)
e coloca-los sobre o quadrado. Chama-se a esta operagao, redu¢do & primeira zona de
Brillouin.

Os 8 tridngulos seguintes tém também a mesma &area e podem igualmente ser rebatidos
sobre a primeira zona. Estas areas (volumes a 3 dimensoes) que podem ser reduzidas do
modo descrito, a primeira zona de Brillouin constituem as zonas de Brillouin de ordem
superior: 22, 3%, 42, etc.

A primeira zona de Brillouin é, assim, o conjunto de pontos no espago k aos quais se pode
chegar a partir da origem (k = 0) sem atravessar nenhum plano de Bragg. A segunda
zona de Brillouin é o conjunto de pontos aos quais se pode chegar a partir da primeira
zona, atravessando apenas um plano de Bragg. A zona de Brillouin de ordem n+1 é o
conjunto de pontos aos quais se pode chegar a partir da zona de ordem n, atravessando
apenas um plano de Bragg.
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Os electroes, cujos vectores de onda, k, terminam nos limites de zona sao dispersos por
reflexdes de Bragg. O grau de dispersao depende da probabilidade da transi¢ao do estado
k, para o estado k’, ou seja, do elemento da matriz de transigdo, (k’'|V|k). Apliquemos

) 4 b) £)

»al-
=~
=

Figura 3.25: a) Superficie E(k) = %(ki + k2). b) Representacao de E(k) ao
longo de k,. ¢) Redugao a primeira zona de Brillouin.

estas ideias a analise da superficie E(k), que no caso de electroes livres a duas dimensoes
tem a forma E(k) = %(kﬁ + k2). Obtém-se uma superficie de energia parabolica, como
a representada na figura 3.25.a. Na Fig. 3.25.b) representa-se F(k) ao longo de k.. Na
Fig. 3.25.c) faz-se a redugéo a primeira zona de Brillouin. As curvas E(k) surgem como
fungoes continuas nos limites de zona mas com derivadas descontinuas. Mais adiante
identificaremos cada uma das superficies de energia, F(k), como uma banda de energia.
Veremos também, que as reflexdes de Bragg dao origem a descontinuidades (hiatos) nas
bandas de energia, quando se considera um potencial nao nulo.

PROBLEMAS

1. Considere uma rede linear de atomos ABAB...AB com uma ligacado A — B de
comprimento a/2 (a =parametro da rede). Os factores de forma sdo f4 e fp para
os dtomos A e B, respectivamente. O feixe de raios-X incidente é perpendicular a
linha de atomos.

(a) Mostre que a condi¢do de interferéncia é dada por nA = acosf, onde 6 é o
angulo entre o feixe difractado e a linha de atomos.

(b) Mostre que a intensidade do feixe difractado é proporcional a |f4 — fg|?

n fmpar e |fa + fp|?

para
para n par.

(c) Explique o que acontece quando fa = fp.
2. Desenhe uma rede quadrada no papel (bidimensional).

(a) Indique a direcgao [10] na sua figura.
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(b) Indique a direcgao [3 2]

(¢) Indique os planos (1,2)
(d) Indique os planos (4, 1)

3. Assuma que temos uma rede linear de dispersores idénticos espagados de d. Calcule
a forma da figura de difracgdo assumindo uma rede finita de n particulas (isto &,
calcule como é que a intensidade difractada varia com o vector de onda). A soma
finita pode ser feita analiticamente.

4. (a) Qual é o factor de estrutura duma célula unitaria e como é que esté relacionado
com of factores de forma atémicos dos atomos na base?

(b) Assuma uma rede ctbica simples com constante de rede a e uma base de dois
atomos. O 4dtomo A estd situado num né da rede e o atomo B em (§ & 5).
Assuma também que o factor de estrutura pode ser adequadamente construido
a partir dos factores de forma atomicos (fa(q), fB(@))- Se fe@) = —faw),
qual é o factor de estrutura e o que é que isto implica para a dispersao de

raios-X.

(c) O mesmo que na parte (b) mas com fpg) = (—1)|G|/(2”/a°)fA(G).

5. Numa experiéncia de difrac¢io, usando radiagdo Cug, (A = 1.54), um cristal de
estrutura tetragonal simples (a = b = 3.08,¢ = 4.62) roda em torno do eixo de
simetria quaternaria. O filme esta disposto numa superficie cilindrica cujo eixo
coincide com o eixo ¢ do cristal.

(a) Determine a que adngulos, 26, surgem as varias reflexdes (todas) de indices
(hk0) e qual a sua disposi¢ao no filme.

(b) E as reflexdes (001)? Justifique.

6. Foi feito um diagrama de pos do CsCl, usando a radiagdo CuK? (A = 1.54). As pri-
meiras riscas de difracgao foram obtidas para § = 10.72°, 15.31°, 18.88°, 20.91°, 24.69° ¢ 27.24°.
Diga a que indices de Miller correspondem as riscas e diga qual o valor do parametro
de rede, a. ( A estrutura do CsCl ¢é cubica simples).

7. Suponha um cristal com uma estrutura definida por uma rede de Bravais cuja célula
unitaria tem vectores base a, b, c.

(a) Demonstre que e (GT) =1  sendo G um vector do espaco reciproco e T um

vector translagao da rede directa.

(b) Mostre que o factor de estrutura calculado, estendendo o somatoério a todos
os atomos do cristal, é o produto do niimero de células do cristal pelo factor
de estrutura calculado para a célula unitéria.
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No seu livro "Raios-X e Estruturas Cristalinas"(que comega "Faz agora dois anos
que o Dr. Laue concebeu a ideia.....), os Bragg dao alguns exemplos de anélises de
rajos-X. Num dos exemplos referem que a reflexdo (100) do KCI ocorre a 5° 23/,
mas que a mesma reflexao ocorre a 6°0 no NaCl, usando o mesmo comprimento
de onda.

(a) Sabendo que o parametro de rede do NaCl ¢ 564 pm, determine esse mesmo
parametro para o KCIL.

(b) Sabendo que as massas especificas do KCl e do NaCl sdo respectivamente 1.99
gem ™3 e 2.17 gem ™3, diga se os valores referidos acima estdo correctos.

(a) Determine os vectores base da rede reciproca de uma estrutura hexagonal.

(b) Numa dada experiéncia é necessario orientar, com precisdo, um cristal de
estrutura cristalina conhecida. Descreva (justificando) um método adequado
para conseguir a orientagao do cristal.

(¢) Numa experiéncia de dispersdo inelastica de neutrdes, utilizam-se neutrdes
provenientes de um reactor nuclear, fazendo-os passar por um cristal mono-
cromador. Como imagina que funciona esse monocromador?

Numa experiéncia de difracgao de raios-X, um cristal de estrutura tetragonal sim-
ples é rodado em torno do eixo de simetria quaternaria (direc¢ao [001] ) e irradiado
com raios-X de comprimento de onda A = 1.542. A cAmara é cilindrica com um raio
de 30 mm e esta disposta em torno da direcgdo [001] do cristal, estando o cristal
no centro. Nestas condigdes, os picos de difracgdo devidos aos planos (hk0) estao
dispostos ao longo de uma linha equatorial e os planos (hkl) com [ # 0 situam-se
ao longo de linhas paralelas a linha equatorial e a distancias desta, proporcionais
aos vectores do espago reciproco, G-

(a) Explique por que razao os picos de difracgao estao dispostos deste modo.

(b) As distancias da linha equatorial até as 3 primeiras linhas acima e abaixo dessa
linha equatorial foram medidads, obtendo-se valores médios de 8.50, 18.80 e
35.0 mm. Calcule o paradmetro de rede c.
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TEORIA DE BANDAS

4.1 INTRODUCAO

Os métodos de calculo da estrutura electronica de 4tomos, moléculas e solidos, baseiam-
se, em geral, no conceito de orbitais, de electroes independentes, que se movem num
campo médio V(r) (Fig. 4.1). A teoria pressupOe que os electroes se movem indepen-
dentemente uns dos outros no campo do(s) nticleo(s), considerado(s) fixo(s) (aproximagao
de Born-Oppenheimer), e num campo médio, das interacgoes com os outros electroes. A

[ I @ @

Nucleos o *
R Electrdes
O r

Figura 4.1: Na aproximacao de Hartree-Fock, as interac¢oes de cada electrao
com os outros N — 1 sdo reduzidas a um potencial V (r), que depende s6 das
suas proprias coordenadas. Na figura, r sao as coordenadas dos electroes, e R,
as coordenadas dos niicleos. Mostram-se o electroes de coordenadas ry. e r; que
interactuam.

equagao de Schrodinger para os electroes tem a forma geral
K2 5
“om Z Vi +V(r,R)| ¥(r,R) = E(R)¥(r,R)

em que as coordenadas dos nucleos R sao consideradas como paradmetros. Note-se que
V(r,R) contém todas as interacgdes, em particular as interacgoes electroes-nticleos, e as
interacgoes electrao-electrao que sao de dois tipos: interacgdes de Coulomb (repulsdo) e
interacgoes de permuta ou escambo, e nao inclui outras interacgoes de natureza quéntica
chamadas de correlagao.

Os modelos da teoria de bandas postulam a existéncia de bandas de energia para explicar
o comportamento dos electroes em soélidas, nomeadamente as suas propriedades fisicas
como a resistividade e as propriedades 6pticas. As bandas de energia podem ser encaradas
como uma extensao da teoria de orbitais moleculares estendidas a todo o s6lido, e tém
origem na teoria da difraccao de ondas numa rede periédica com uma estrutura cristalina
especifica e a sua rede de Bravais.

Os métodos de célculo da estrutura de bandas em solidos sao essencialmente os mesmos
que para o estudo dos niveis de energia de dtomos e moléculas, podendo ser do tipo
ab initio como os baseados na aproximagao de Hartree-Fock ou na teoria do funcional
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da densidade (DFT), que calculam a estrutura electronica a partir dos principios da
teoria quéntica, i.e., sem recorrer a pardmetros empiricos. Esses métodos baseiam-se no
principio variacional para calcular a energia do estado fundamental do sistema de muitos
electroes.

Em contraste com os métodos ab initio, os métodos empiricos envolvem paradmetros
que podem ser determinados experimentalmente, como por exemplo, a partir de dados
espectroscopicos.

Actualmente, a grande maioria dos calculos ab initio de estruturas de bandas, tal como
alias, da estrutura electréonica de moléculas, baseiam-se na teoria do funcional da densi-
dade (DFT). Esta teoria usa a densidade electronica como variavel fundamental (em vez
da funcdo de onda). A teoria ¢ baseada na nogao de que a energia total de um sistema,
incluindo todas as interacgoes (permuta e correlagio), é um funcional tnico da densidade
electronica, e que o minimo desse funcional é a energia do estado fundamental.

Nas equacoes de Kohn-Sham, da DFT, equivalentes as equagoes de Hartree-Fock que
tém de ser resolvidas por métodos iterativos semelhantes, o potencial, que é um potencial
efectivo, denominado potencial de Kohn-Sham, é um funcional da densidade electrénica
e contém, além do termo de interacgao de Coulomb (de repulsdo electrostética electrao-
electrao) um termo de permuta-correlagdo que inclui as contribuigoes de permuta e as
correlagoes, havendo (na literatura) mais de uma centena de funcionais aproximados, por
onde escolher.

As energias de Kohn-Sham nao séo, de facto, energias dos estados de um electrao num
solido. E contudo, comum, interpretar as solucoes das equacdes de Kohn-Sham como
estados monoelectrénicos.

Os célculos de bandas por DFT dao, em geral, boa conta dos resultados experimentais,
sendo a forma das bandas fidedigna, embora com alguns erros sistematicos, sobretudo no
que respeita aos valores do hiato em semicondutores. A teoria DFT é, em principio boa
para célculos do estado fundamental, mas néo é adequada para o calculo de propriedades
de estados excitados. A estrutura electrénica calculada por DFT nao tem um significado
fisico tao realista e o teorema de Koopman relativo as energias das orbitais de Kohn-
Sham n&o tem o verdadeiro significado das energias de Hartree-Fock. A utilizacao de
DFT para calculo de bandas deve portanto ser encarada com especial atengao.

O nosso objectivo neste curso nao é, no entanto, discutir os métodos computacionais para
o célculo de bandas de energia em cristais, e mesmo que fosse seria necessario comecar
por descrever algumas das ideias basicas que constituem os seus fundamentos, para que
fosse possivel interpreta-las. Essas ideias tem a ver com a existéncia de um potencial
periodico resultante da simetria translacional da rede cristalina.
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Para além das implicagoes da simetria translacional da rede cristalina na estrutura de
bandas, faremos uma breve digresssdo pelos principios fundamentais em que se baseiam
os métodos de calculo, com a preocupacao de dar uma interpretacao fisica 4 nogao de
bandas de energia, e, em geral & estrutura de bandas de um soélido cristalino.

Vimos ja que a existéncia de um potencial periédico implica dispersao dos electroes devido
as reflexoes de Bragg. Vamos ver ainda outra consequéncia da periodicidade do potencial.
A simetria translacional das redes cristalinas finitas impoe algumas condigoes aos estados
dos electroes que nelas se movem. Na aproximagao do electrao independente, que vamos
seguir, essas interacgoes sdo englobadas num potencial monoelectronico efectivo V (r), de
simetria esférica. A escolha de V(r) é um problema complexo a que voltaremos. Nesta
fase, vamos apenas ter em conta que, qualquer que seja a forma detalhada desse potencial
monoelectronico efectivo, numa rede cristalina perfeita, ele devera satisfazer a condicao
de simetria translacional

V(r+T)=V(r) (4.1)

para qualquer translacao T, da rede cristalina. A partir deste facto, podem desde ja
tirar-se conclusoes importantes.

Qualitativamente, um potencial cristalino tipico tera a forma representada na Fig. 4.2.
A periodicidade do potencial cristalino leva-nos a examinar as propriedades gerais da

e

Figura 4.2: Forma de um potencial cristalino tipico, representada ao longo de

V(r)

uma linha de idGes.

equacao de Schrodinger para um electrao,

h2
{va? +V (r)] Y(r) = Ey(r) (4.2)

Os electroes independentes, cada um dos quais satisfaz a equacao de Schrédinger monoe-
lectrénica (4.2), com um potencial peridédico, chamam-se electroes de Bloch, em contraste
com os electroes livres, para os quais V(r) = 0.

Vamos demonstrar que as fungoes de onda dos electroes de Bloch poderao ser escolhidas

de modo a ter a forma do produto de uma onda plana, ¢'*¥* por uma funcdo u,i(r),
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com a periodicidade da rede de Bravais® (Fig. 4.3):

Pnse(r) = Upic(r) ™" (4.3)

[ tae(r + T) = tae(r) | (4.4)

As fungdes ¥k (r), também designadas por |k), da equagao 4.3 chamam-se fun¢des de
Bloch?.

U @ g\ VAV VAV Jo\~

Figura 4.3: Representacgdo das funcées uy(r), onda plana, e!®) e fun¢ao de onda
cristalina, ¥ (r) = |k). Um electrao de Bloch é representado por uma onda plana
modulada pela periodicidade da rede.

4.1.1 Condicoes Fronteiras de Born-von Karman

Comecemos por examinar quais sao os valores de k permitidos.

Imaginemos uma rede cristalina unidimensional com N células primitivas (p. ex. uma
cadeia linear de atomos) de parametro de rede a.

P(x) = 1hy e

em que o € a amplitude da onda de comprimento de onda A tal que k = |k| = 27“

1F. Bloch, Z. Physik, 52, 555 (1928).
20 indice n aparece, porque para um dado k, ha muitas solugbes da equacio de Schrédinger, como

veremos
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A funcéo ¥ (x) esta sujeita as condigdes aos limites de Born-von Karman—condigoes de

ciclicidade ou seja
eik.x _ eik.(x+Na)

pelo que etkNa = gtk Na — 1 o que implica que k Na seja um multiplo de 2, i.e.,

kNa = 2mm, ou k = QJG—T, sendo m um namero inteiro (positivo ou negativo incluindo

zero)®. O maior comprimento de onda compativel com esta rede serd A = Na, sendo

portanto o vector de onda de menor médulo nao nulo?, k = +2% (i.e. m = +1). Por

outro lado, os valores de |m| > N/2 sdo redundantes®, pelo que os valores de k ficam
s

circunscritos ao intervalo [, +7]. Ora este intervalo ¢ nem mais nem menos do que a

primeira zona de Brillouin a uma dimensao. Os valores de m sdo ntimeros inteiros (zero
incluido) no intervalo [—&, &1.
Quer isto dizer que os vectores de onda se circunscrevem & primeira zona de Brillouin e

2mm _m _ 27
St ouk = gy, em que g1 = Tre,.

que os seus valores sao da forma k = ==

Esta ideia pode generalizar-se ao caso de uma rede cristalina tridimensional, pelo que se
pode concluir que os vectores de onda independentes, numa rede cristalina tridimensional,
se circunscrevem a primeira zona de Brillouin e sao da forma

ms3

4.
N, g3 (4.5)

mq mao
kzi —_—
N1g1—|- N2g2+

sendo g1, g2, g3 0s vectores base da rede reciproca e my, msy, m3 sao niameros inteiros
_N N

252
zona de Brillouin) contera N estados (N=namero de células primitivas), cada um dos

(zero incluido) no intervalo [ ]. A primeira zona de Brillouin (ou simplesmente

quais ocupard um volume no espago reciproco

Ny

Como g;. (g2 X g3) ¢ o volume da célula primitiva no espago reciproco e atendendo a
definicao de g1, g2, g3, vé-se que

1 1 1 1
k: 3 = —_— . —_— —_— — — .
ok = 0"k g1 <N2g2 X N3g3) V8! (g2 % g3)

@n)°

Sk = 8%k =
Vv

(4.6)

em que V é o volume do cristal.

3 Atendendo a que k é o vector de onda, interessa considerar valores de k negativos os quais representam
ondas que se deslocam no sentido negativo do eixo dos xx.

4Se k = 0, a amplitude da onda seria constante em qualquer posigéo no cristal.

50 intervalo [—,+7] cobre todos os valores independentes da fungio 1(x). Se tomarmos como valor

méximo do argumento de 1(x), o valor k’z = , e atendendo a que k = 2™ vem para o valor méaximo

Na ’
— Na N
- 2z

de m, m/ Podemos escrever = em termos de a, sob a forma xz = z’a, pelo que m’ = 57 Se

atendermos a que m’ tem que ser inteiro, o maior valor de m’ correspondera a z’ = 1 se N for par, sendo

entdao o maior valor de m possivel, m’ = % Como num cristal real N é um namero grande (pelo menos

da ordem de 108, num cristal real a uma dimensao), é irrelevante se N é par ou impar, pois o maior

valor possivel de m, m’, sera sempre aproximadamente igual a %
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4.1.2 Teorema de Bloch
Enunciado:

As solugdes nao degeneradas da equagdo de Schridinger 4.2, ¥nk(r), e as combinagdes
lineares adequadas das solugoes degeneradas sdo simultaneamente fungoes proprias do
operador T (que representa as translagées da rede) com valores préprios e'*T.

Por outras palavras, os estados proprios do hamiltoniano H = —%VQ + V(r) em que
V(r + T) = V(r) para todos os T pertencentes a uma rede de Bravais, podem ser
escolhidos sob a forma do produto de uma onda plana por uma func¢ao com a periodicidade
da rede, dadas pelas equacoes 4.3 e 4.4.

Note-se que essas expressoes implicam que
T wnk(r) = '(/)nk(r + T) = eikiT) 1ﬁnk(r)

que esta de acordo com o enunciado anterior.

Demonstracao:

Para cada translacdo T de uma rede de Bravais, define-se um operador linear 1T', que ao
actuar sobre uma fungdo qualquer f(r), transforma o seu argumento em r + T, i.e.,

T f(r)=f(r+T)
Uma vez que o hamiltoniano, H, tem a periodicidade da rede de Bravais, teremos
THY(r)=Hx+T)Y(r+T)=H(r)¢Y(r+T)=HTyY(r)

pelo que
TH=HT

Além disso, a aplicacao sucessiva de duas translacoes nao depende da ordem pela qual
sdo aplicadas, uma vez que para qualquer ) (r)

TT ¢(r) = T' To(r) = d(r + T + T') (4.7)
e portanto T' e T’ também comutam, i.e., TT' =T'T.

Isto significa que o hamiltoniano H e os operadores T para todas as translagoes da rede
de Bravais, constituem um conjunto de operadores que comutam, e em consequéncia, 0s
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estados proprios do hamiltoniano podem ser escolhidos de modo a serem simultaneamente
estados proprios de todas as translagoes.

Hy(r) =E4)(r)
T 4(r) =¢(T) ¢(r)

sendo ¢(T) os valores proprios de T, os quais estdo relacionados uns com os outros,

(4.8)

porque a condicao T'T" =T’ T, por um lado, implica
T'T4)(r) = co(T) T"(r) = (T) c(T) ¥(x)
e por outro lado, de acordo com 4.7
T'T(r) = o T+ T') ()
concluindo-se que os valores proprios dos operadores translagao satisfazem a condicao

(T +T) = ¢(T).c(T).

Se agora considerarmos uma rede de Bravais cibica, por exemplo, e uma translagao,
T = na, teremos

Tip(r) = (r +na) = c"(a) ¢(r)
Se aplicarmos uma translacao T/ = Nja , em que N seja o ntimero total de células
primitivas do cristal na direccao de a, podemos satisfazer a condi¢ao aos limites, de
Born-von Karman (condigao de ciclicidade), se fizermos

Typ(r) = P(r + Nia) = ™ (a) ¢(r) = ¢(r)
pelo que ¢V1(a) = 1, ou ¢(a) = V1 que é da forma c(a) = €™ ™1/M sendo m; inteiro.

27 my

Se fizermos k = ,
a N1

entao os valores proprios dos operadores 1" sao da forma
¢(T) = ' kT (4.9)

Note-se que 27/a é o mddulo do vector base da rede reciproca, g, pelo que podemos
escrever para a componente segundo a

k = Egl
Generalizando para uma rede tridimensional qualquer, temos:
To(r) = o(r +T) = T () (4.10)
com
k= %& + %gQ + n]\%gs (4.11)

que é equivalente ao enunciado do teorema de Bloch. Recorde-se que g, g2, g3 sao os
vectores base da rede reciproca; N1, N3, N3, o nimero de células primitivas segundo
os trés eixos a, b, c, respectivamente; e my, mso, ms s&0 nimeros inteiros do intervalo
-3 %]

2072
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Demonstracao alternativa do teorema de Bloch:

Se estivermos em presenga de um potencial periodico, V(r) = V(r + T), é possivel
expandi-lo em série de Fourier, em termos dos vectores da rede reciproca,

V(i)=Y Vee'®r
G

1 .
Vo =— V(r)e 'STdr
‘/C célula

(4.12)

Uma vez que a energia potencial pode ser escolhida a menos de uma constante, podemos
impor a condi¢ao [, drV(r)=0.

élula

Uma funcgao que satisfaz as condigoes fronteiras de Born-von Karman pode ser da forma

P(r) =D cqedT (4.13)

onde q satisfazem as propriedades de k (4.5). Para V(r) ser real, V_g = V. Vamos
também assumir V(r) = V(—r), ou seja, simetria de inversdo. Esta condi¢do implica
que Vg = Vg = V4 ou seja, que Vg é real. Substituindo ¢(r) e V(r) na equagao de
Schrédinger, obtemos para o termo de energia cinética

2m 2m

h? h? -
_7v2,¢}(r) _ Z 7q2 Cq elar
q
e para o termo de energia potencial

Vi(r) = (Z VGeiG.r> (Z cq eiq.r> _ Z Vacq et (GHa)r _ Z Ve cq/_Geiq"‘”
G q

Gq Gq’

Este dltimo passo foi dado fazendo q' = G + q. Mudando os indices da soma ¢’ para q
e G para G’ e fazendo (H — E)y = 0, obtemos

. K2
Z etar (2an2 _ E> cq + Z Var Cq—G/] =0

q G’

Multiplicando por integrando em r sobre o volume do cristal, e substituindo

—1i
volume’
q =k — G, de modo que k esteja na primeira zona de Brillouin, e G é o vector de onda
apropriado para isso acontecer, obtemos, trocando os indices G’ e G' — G

h2
[27” (k — G)2 — E] Ck—G + Z Ve—g k-’ =0 (4.14)
G/
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Esta ¢ a equacao de Schrodinger no espaco dos momentos para um sistema periodico. E
importante notar que esta equacao envolve apenas k— G e nao k— Ak, isto é, temos uma
equacao separada para cada k na primeira zona de Brillouin, i.e., no total N equagoes a
resolver, uma para cada valor de k. E interessante notar que, sabendo que 9% depende
apenas de k, k — G, etc., i.e., outras frequéncias especiais estdo misturadas, mas apenas
algumas em particular, entao podemos reescrever

¢k — Z k-G ei (k—G).r
G

ou seja
wk(r) — ez’ k.r ch—G eiG.r — ei k.r uk(r)
G

Uk(I‘) = uk(r + T) = Z Ck—-G et
G

(4.15)

que é a forma de Bloch.

Em conclusao, o teorema de Bloch mostra que os estados de um electrao numa rede
cristalina finita, podem ser descritos por fungoes de onda da forma

Urae(r) = tpie(r) €7 (4.16)

que s@o as fungoes de Bloch e em que un(r) tem a periodicidade da rede e k é da forma

m m m
k=g + -8+~

4.17
N, N, N g3 ( )

O ntimero de estados k independentes é igual ao ntimero de células primitivas e estao
todos contidos na primeira zona de Brillouin.

Consideragoes sobre o teorema de Bloch:

1. O teorema de Bloch introduz um vector de onda k, que tem um papel semelhante
no problema de um electrao num potencial peridédico, ao do vector de onda do electrao
livre, da teoria de Sommerfeld. Note-se que embora o vector de onda de um electrao livre
seja simplesmente k = p/hi, sendo p = mv, no caso de estados definidos por fungoes de
Bloch (electrao num potencial periddico), k néo é proporcional a p. Isso deve-se ao facto
de que os valores proprios do hamiltoniano nao sao simultaneamente valores proprios do

operador momento, que é p = %V. De facto, o operador momento, p actuando sobre ),

da
h h X R
EV Yk = =V [eZk'r Unk(r)] = hkippk + eZk'r;V Uk (T)

i
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que nao é, em geral, apenas o produto de uma constante por ¥,y, isto é, ¥,k, nao é
um estado proprio do operador momento. No entanto, em muitos aspectos Ak é uma
extensdo natural de p para o caso de um potencial periodico. E conhecido pelo nome
de momento cristalino da particula, para evidenciar essa semelhanca, mas nao devemos
ser levados a concluir que ik é um momento (mv). Sé se pode ter uma compreensiao
do significado dindmico do vector de onda k quando se considera a resposta de electroes
de Bloch a campos magnéticos aplicados. Por agora, k deve encarar-se como um indice
caracteristico da simetria translacional de um potencial periédico, associado aos ntimeros
quanticos my, meo, ms.

2. O vector de onda k pode sempre confinar-se & primeira zona de Brillouin, porque
qualquer k’ que nao pertenga a primeira zona de Brillouin pode ser escrito sob a forma
k' = k+ G, em que G é um vector da rede reciproca e k fica na primeira zona de

iG.T

Brillouin. Uma vez que e = 1 para qualquer vector da rede reciproca, se a forma de

Bloch ¢ valida para k’, também o serd para k.

3. O indice n aparece no teorema de Bloch porque para um dado k ha muitas solugoes
da equagdo de Schrédinger. De facto, se tomarmos ¥ (r) = u(r) e!** em que k é fixo e
u(r) tem a periodicidade da rede de Bravais, e substituirmos na equagao de Schrédinger,
verificamos que u(r) é determinado pela equacao de valores proprios

2 2
Hy uk(r) = ;—m (1V + k) + V(r)| uk(r) = Ex uk(r) (4.18)

com a condi¢ao uy(r) = ux(r + T).

Devido as condigoes de periocidade, podemos encarar (4.18) como uma equagao de valores
proprios relativa a uma tnica célula primitiva do cristal. Uma vez que esta equagao se
refere a um volume finito fixo, é de esperar um conjunto infinito de solugoes com valores
proprios de Ey discretos®, que se identificam com o indice n.

Note-se que em termos da equagao de valores proprios (4.18), o vector de onda k aparece
apenas como um pardametro no hamiltoniano Hy. Espera-se portanto que, para um dado
k, cada um dos niveis de energia Ey varie continuamente com k. Deste modo, chega-se a
uma descricao dos niveis de energia para um electrao num potencial periédico, em termos
de uma familia de fungdes continuas E,, (k). O facto de que as condigoes aos limites de
Born-von Karman impoem valores discretos a k, da forma 4.17 com mq, mo, mg inteiros
_MN M]
2072
fungao continua de uma variavel continua k, pois a equagéo de valores proprios (4.18)

nao faz referéncia ao tamanho do cristal e é bem definida para qualquer valor de k. Deve

no intervalo | para my, etc. ndo influencia a continuidade de E, (k) como uma

6Tal como a equagéo de valores proprios de uma particula livre numa caixa de dimensées finitas tem um
conjunto de niveis de energia discretos.
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notar-se também que o conjunto dos k se torna denso no espago dos k, no limite de um
cristal infinito”.

4. Embora o conjunto completo de niveis de energia possa ser descrito em termos de
k restrito a célula primitiva do espago reciproco (zona de Brillouin), é por vezes tutil
considerar k estendido a todo o espago reciproco, sendo essa descrigao, no entanto, re-
dundante. Uma vez que o conjunto de todas as fungdes de onda e niveis de energia serao
idénticos para dois valores de k que difiram um do outro por um vector G (translagao
do espaco reciproco), podemos atribuir o indice n aos varios niveis, de tal modo que,
para um dado n, as fungoes proprias e os valores proprios sao fungoes periddicas de k no
espago reciproco:

Se em 4.14, substituirmos k por k + Gy, obtemos
h2
[ (k + G’O - G)2 - E:| Ck+Go—G + Z VG’+G0—G Ck+Go—G’' = 0 (4.19)

2m o

Se agora substituirmos G — Gy por G, obtemos
h2

[27” (k - G)2 - E] k-G + Z Ve +co-c ck+co—a’ =0 (4.20)
G/

Deslocando V' e ¢ de Gg nao altera o somatério. Obtemos a mesma equagdo. Deste
modo, temos apenas N solucoes distintas, i.e., N k’s distintos. O teorema de Bloch
ilustra esta afirmacao:

Urra(r+T) =MD Ty q(r) = e Ty a(r)
tx+c(r) transforma-se do mesmo modo que ¢k (r), ou seja, nao sao distintos! Do mesmo
modo, se YPk(r) = Yxiq(r), entdo Fx = Fxiq-
U k+G(T) = Y k(1)
Enx+c = Enk

Chega-se assim a uma descri¢do dos niveis de energia de um electrdo num potencial
periodico em termos de uma familia de func¢oes continuas E, x ou E, (k). A informacao
contida nestas fungoes é denominada como estrutura de bandas do sélido.

Para cada valor de n, o conjunto dos niveis especificados por F, (k) chama-se banda de
energia.

A energia de cada estado, F,\x, pode ser, em principio, calculada pela expressao

(nk| H|nk)

E =
T T k| nk)

(4.21)

7um cristal real tem da ordem de 1023 atomos, o que para este efeito é como se fosse infinito.
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Na Fig. 4.4a) representam-se E1 x, E1 k+a, F1 k- € Eak, segundo o esquema da zona
estendida (todos os valores de k). Pode verificar-se que E, xy¢ = E, k. Em b) faz-se a
redugao a primeira zona de Brillouin. Uma vez que F(k) = F(—k), podemos representar
a banda s6 para valores de k positivos.

) b
‘ E(k) ) Bk
Ek

£y

S K B

E
LG Ei kG £

-G -12G 0 12G G Ky 0 12G k,

Figura 4.4: Representacao das bandas de energia de um cristal. As diferen-
tes bandas de energia, E, (k) podem ser identificadas pelo indice n. a) Re-
presentacao de E, (k) segundo o esquema da zona estendida ao longo de k,.
Na figura representam-se Fi x, E1xi+c, E1x—-c e Fax. Pode verificar-se que
E,x+c = E,x. b) Redugao a primeira zona de Brillouin. Uma vez que
E(k) = E(—k), podemos representar a banda sé para valores de k positivos.

5. Pode demonstrar-se que, em geral, um electrao num nivel especificado pelo indice de
banda n e vector de onda k tem uma velocidade média dada por

V() = 3 VB, (k) (4.22)

Para chegar a este resultado, consideremos uma fun¢ao de onda de Bloch

U(r) = u(r) e

Para descrever o movimento de um electrao, o melhor é construir um grupo de ondas,
com distribui¢do Gaussiana de k na vizinhanga de kg

¢(P) _ Zuk(r) eikr e—a(k—kg)2 _ cikor Zuk(r) i (k—ko).r e—a(k—k0)2
k k

Para obter a dependéncia de t(r) no tempo, multiplica-se pelo factor de fase apropriado,
e~ (/M EML - que resulta da equagio de Schrédinger dependente do tempo (ou e~ @)t
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uma vez que E(k) = hw(k) ), Se expandirmos E(k) = E(ko) + dif(k) (k — ko) + ..., vem

P(r) = el Ror=POO/M ™ g (1) e—olk—lo)? i (k—ko).[r—F 25¢]
k

’(/J(I') — ei ko.r—E(ko)t/h] Zuk(r) e—a(k_k0)2 ei (k—ko).[r—vgt]
k

k) . .
em que vy = %% = &gi{ ) ¢ a velocidade de grupo:

1dE 1

Esta é uma conclusdo notavel. Mostra que hé estados estacionarios (independentes do
tempo) para um electrdo num potencial peridédico, nos quais a particula se move indefini-
damente sem alteragao da sua velocidade média, apesar da interacgao da particula com a
rede "fixa” de atomos. Esta conclusao esta em desacordo com a ideia de Drude de que as
colisoes (responsaveis pela resisténcia eléctrica) eram simplesmente colisdes dos electroes
com os ides estaticos. As implicagdes de 4.22 sdo de importancia fundamental como
veremos quando estudarmos as propriedades de transporte que dependem sobretudo da
dinamica da rede cristalina.

De um modo muito aproximado, podemos sugerir uma lei de Newton para um electrao
num cristal, se considerarmos um electrao sujeito a uma forga exterior, por exemplo, a
resultante de um campo eléctrico, E: F.,; = —eE. A variacao de energia ap6s um inter-
valo de tempo At é AE = (Fu+.v)At. Escrevendo AE = %Ak e usando a aproximacao

ad.22, v=19E~ L1 2F vem AE = hv.Ak, ou seja Ak = Fest At | e, finalmente,

dk
Fepe = h— 4.24
=hS (424)

Embora derivada de um modo nao rigoroso, esta expressao é uma expressao de aplicagao
geral.

Aqui ficava bem revisitar o conceito de massa efectiva e de buraco — ver Galperin

4.1.3 Colisoes. Processos Normais e Processos "Umklapp”

No estudo das propriedades dos s6lidos, como por exemplo a condutividade eléctrica e a
condutividade térmica, é importante considerar processos colisionais envolvendo duas ou
mais particulas (fondes no caso da condutividade térmica e electrdes e fondes no caso da
condutividade eléctrica). Em todos estes processos colisionais se considera que a energia
total e o momento cristalino total se conservam. Atendendo a que todos os valores
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k k
y y
K K
k X k X

ped ky
k

2 k3 k3

G ki +ky
Processo Normal Processo "Umklapp"

Figura 4.5: Processos de colisdo entre duas particulas (fondo-fonao, electrao-
fondo, etc) numa rede bidimensional quadrada. O quadrado sombreado repre-
senta a primeira zona de Brillouin. No processo normal, o momento resultante
cai dentro da primeira zona de Brillouin. Em processos envolvendo particulas
de energia elevada, o momento resultante pode sair da primeira zona de Bril-
louin. A estes processos chamam-se processos umklapp (dobrados ou revirados,
do alemao).

do momento cristalino k podem ser especificados na primeira zona de Brillouin, pode
surgir uma dificuldade aparente no caso de colisdes entre duas particulas cujo momento
cristalino resultante saia fora da zona de Brillouin. Essa dificuldade é apenas aparente,
na medida em que cada valor de k é bem determinado e consequentemente qualquer
resultante. A estes processos chamam-se processos "umklapp” (dobrados ou revirados,
em alemao).

Nos processos normais serd ki + ko = k3. Nos processos "umklapp”, k1 + ks = ks + G,
sendo G um vector da rede reciproca. Em todos os processos, normais ou "umklapp”; a
energia deve ser conservada (F; + Fy = F3, ou wy + wy = w3). Note-se que o momento
cristalino k também se conserva, embora no caso dos processos "umklapp” a distingao
entre ks e k3 + G seja redundante (Fig. 4.5).

4.1.4 Comparagao entre estados de Bloch e estados de Sommerfeld

Na Tab. 4.1.4. faz-se um resumo comparativo dos estados de Bloch com os estados no
modelo de Sommerfeld.
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Tabela 4.1: Comparagao entre estados de Bloch e estados de Sommerfeld

Numeros quanticos

hk é o momento, mv

Sommerfeld Bloch
(electrao livre) (electrao num potencial periodico)
k n,k

hk é o momento cristalino

n é o indice de banda

Gama de ntmeros

quéanticos

k estende-se a todo o espago reciproco
consistente com as condigoes

de Born-von Karman

i) para cada n, k estende-se a
toda a zona de Brillouin
ii)nez

(Z: conjunto dos ntimeros inteiros)

Energia

2.2
BE(k) = "
Ek) = %va

E, (k) sem forma explicita simples.
Periodica na rede reciproca:
En(k+ G) = En(k)

Velocidade média de um electrao

Velocidade média

de um electrao

Velocidade média de um electrao

num estado com vector de onda k

v—=P _ Ik
m m

num estado com vector de onda k
vn(k) = $ Vi En(k)

Fungao de onda de electrao com indice

Fungao de onda

Fungao de onda de electrao
num estado k:
e = |k> — V—1/2 etkr

(V=volume do cristal)

de banda n e vector de onda k:
Ve = |K) = up k(r) erkr
Uy, k sem forma explicita simples.
Periodica na rede directa

Up k(r + T) = up k(r)
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4.2 ONDAS QUASE PLANAS

O modelo do gas de Fermi pode ser consideravelmente melhorado introduzindo um po-
tencial periodico fraco da forma

M:E:V@—Rﬁ (4.25)

que pode incluir repulsoes e escambo e mesmo outras interacgoes e recorrendo a um
método variacional. O indice j corresponde a cada atomo do cristal. A aproximacao
do electrao livre introduzida anteriormente e utilizada para desenvolver os modelos de
Drude e Sommerfeld, é agora levantada. O resto do capitulo consiste em estimar como é
que os estados electrénicos sao calculados na presenga dum potencial periédico da rede.

Pode tomar-se a fungao de onda monoelectréonica como uma combinagao linear de ondas
planas:

=> arlk) (4.26)
k

e substitui-se (4.26) na equagdo de valores proprios

[_;;w V)| 0w = B o)

Multiplicando & esquerda pelos vérios (k'|, obtém-se um sistema de N equagdes (1 para
cada k):

Z%m— Wm+2%mvm EZ%Mk

Atendendo a que —;—mv2|k> = h;—ffl|k> e (k'|k) = dxx e fazendo Vi = (K'|V(r) k), vem
o sistema de N equagdes—uma para cada valor de k':

hQ k./2
( —E)md+§:mﬁ@k:0 (4.27)
k

2m

Vimos ja que, devido & simetria translacional da rede, é possivel escrever

1 )
Vik = (K'|V(r) Z iAkR; /e_z[Ak‘(r_Rf)] v(r — R;)dr (4.28)

Note-se que o primeiro factor de Vivk é o factor de estrutura geométrico, Sy, € que,
(K'|V(r)|k) # 0 s6 quando Ak = G. Deste modo, o sistema de equagdes (4.27) pode
ser simplificado tomando apenas os Vi em que Ak = k' — k = G, e atendendo ainda
ao facto de que Vix — 0 quando G — oo, podemos fazer a aproximagao de truncar o
somatorio Zk ax V', tomando apenas um conjunto razoéavel de Viy.
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Se tomarmos, por exemplo os primeiros 100 Vi, obtemos um sistema de 100 equagoes
homogéneas cujo determinante secular da as 100 primeiras bandas de energia.

Notar que também se pode expandir V (r) em série de Fourier

Vi)=Y Vae'Sr

G
1 —i1G.r
VG:VC/V(r)e Grdr
o que de resto é equivalente a (4.28): Vg = (K'|[V(r)|k' — G)

Para visualizar o efeito de V (r) sobre as bandas de energia E(k), vamos resolver o sistema
(4.27), tomando apenas a componente de Fourier maior, Vg (miimo)- Note-se que Vg &
pequeno comparado com as outras energias em jogo. (Fazer k' =k e k' =k — G):

[52%2 - E(k)} ax + Ve ax_g =0

2m
R (e @2 (4.29)
Ve ax + |:21n - E(k)} ax-a =0
Fazendo h;—jff =Ele W = B} g, obtém-se o determinante secular:
By - E(k) Ve _0
Ve o Bla-E®)
que da as solucoes
1 1 2
B(0* = 5 (Ep+ Bl o) £ 5 (B + B )" + Vol (4.30)

Obtém-se assim as duas primeiras bandas de energia. Se atribuirmos valores a k entre
0 e o limite de zona, LZ = %G, pode obter-se a representagao dessas primeiras duas
bandas de energia.

Vejamos o efeito de Vg nos limites k =0 e k = %G:

Para k = 0 vem Eﬂ = 0; Eﬁ_G = %; sendo Vg pequeno comparado com (Eﬁ — Eﬁ_G)
pode desprezar-se o termo 4|V G|? na expressio (4.30). As duas solugoes de E(0) sdo
entao, notando que Vg = V_g:

{E+(0) = Eg; = h;ncf (4.31)
E-(0)=0

para k = 1G, vem E*(

Loy — 0 _ po : :
3G) = E1g = |Vg| uma vez que E%G = E7%G Verifica-se assim
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Figura 4.6: Bandas de energia no modelo das ondas quase planas. Notar a
abertura de um hiato ("gap”) no limite da zona de Brillouin, k = %G. O valor
desse hiato é 2|Vg]|.

que o efeito de Vg é o de abrir um hiato para k = %G (limite de zona) separando as
duas primeiras bandas de energia. O seu valor é 2|Vg]|.

Se atendermos a que nos metais simples, pelo menos nos monovalentes (Z = 1), kp <<
27,2

1G, a curva E~ (k) correspondente & primeira banda coincide com a curva E(k) = & 7’; .

Esse facto explica o sucesso do modelo do electréo livre (V(r) = 0) para interpretar as

propriedades dos metais simples.

Vamos agora tentar justificar algumas das aproximacoes feitas acima. Consideremos o
potencial como uma perturbacao dos estados do electrao livre. Podemos escrever entao

[(k[V k")

() = () + (kIVIK) + 3 g ooy

K’ #k

27.2 . . . . .
em que E°(k) = % Uma vez que V(r) tem a periodicidade da rede cristalina, os
seus elementos de matriz sdo nulos a nao ser que k’ — k seja igual a um vector da rede
reciproca, G. Vem entao

Val?
k) - E°(k - G)

_ 0
Bl) = E'() + Vo + Y 75
G'#£0

em que Vg é a componente de Fourier de V(r) para o vector da rede reciproca G.
Para esta expansao ser vélida, as duas condi¢oes seguintes devem ser satisfeitas: (i) as
componentes de Fourier Vg devem tender para zero & medida que G aumenta; (ii) néo
deve haver degenerescéncia (que de facto ha) do tipo E°(k) = E°(k — G) entre estados
nao perturbados que sao misturados pela perturbagao.

Concentremo-nos por enquanto sobre a condigdo (ii) (a qual é equivalente a escrever k =
k—G, e que nos diz que a expansao perturbacional simples (para niveis nao degenerados)
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nao ¢é valida quando k estiver numa (ou perto duma) fronteira da zona de Brillouin. Se
considerarmos a fungao de onda monoelectronica (expandindo uy(r) em série de Fourier)

Yk, r) = %e“” Z u(Go) et GmT

m

e substituirmos na equagao de Schrédinger, vem

ZG ir i(k+Gp).r _

VZ 2mk G, +ZV (G e =0
Multiplicando por e~ ‘(&¢tGm)-T ¢ integrando sobre V, (notar que v%, [etCTdr =day),
vem

h2
[2m (G )? = B09| (@) + SV(G -G uG) =0 (42)

para todos os valores de G (incluindo G,, e G, iguais a zero). A férmula simples da
teoria das perturbacoes apresentada acima pode ser reproduzida assumindo que todos os
u(G) sdo pequenos, excepto u(0). Esta aproximagao é equivalente a tomar

Ve
E(k) _ E%(k — G

u(Gm) =

Como vimos atrés, é esta aproximacao que falha quando k estd proximo da fronteira
de zona. Como primeira aproximagcdo equacionemos E = F(k) em (4.32) a soluc¢do nao
perturbada e fagamos o somatoério apenas para o termo u(0) ~ 1, considerando todos os
outros u(G) pequenos comparados com u(0). Vem entao

VG n

u(Gp) =~ % 1 G

Vemos que os u(G,,) sao grandes quando (k + G, )? = k2, o que corresponde as regides
perto das reflexdes de Bragg. Se escrevermos (k+ Gp)2 = k2, para um dado G,, ou seja,
se estivermos junto a fronteira da zona de Brillouin, entdo em (4.32) ambos os coeficientes
u(0) e u(G,) sdo grandes. Para encontrar a solu¢do na vizinhanga duma fronteira da
zona temos de considerar entdo as equacoes da perturbacio explicitamente®, obtendo
duas equagoes:

5k = 9] (0) + V(-G u(Gy) =0
(4.33)

h2
< Gy = B9 u(G) + V(G u(0) =0

80 que é equivalente a usar teoria das perturbagdes para estados degenerados.
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sendo V(—G,) = V*(G,) e k? = (k+ G,)?, vem

h2k?
E =

L V(Gy) (4.34)

Em conclusao, para vectores k que satisfazem a condicao de difraccao de Bragg, a energia
separa-se em proporc¢ao da correspondente componente de Fourier do potencial.

Vimos que para o método dos electroes quase livres a série das componentes de Fourier
Vg deve convergir rapidamente. V(r) é o potencial duma rede de iGes. Sabemos que
o campo perto do nicleo de um ido é muito forte, ou seja, que V(r) tem um poco de
potencial profundo e estreito em cada ponto da rede. Isto significa que tem componentes
de Fourier de muito pequeno comprimento de onda, de modo que Vi pode ser elevado
para valores de G que sao muito grandes comparados com as dimensoes da 1?* zona
de Brillouin. Este argumento levaria provavelmente ao abandono deste método para
calculos de estrutura de bandas. No entanto, veremos que este método pode ser tornado
formalmente valido pela introducao da ideia de pseudo-potencial.

4.3 ESTRUTURA DE BANDAS DOS METAIS E SUPERFICIES DE FERMI

O conhecimento da estrutura de bandas de um sé6lido permite-nos determinar a distri-
bui¢ao dos electroes em fungao da sua energia e o seu comportamento na presenga de
campos externos. O conceito de densidade de estados, quer no espago k, quer em fungao
da energia é aqui de grande importancia. As suas expressoes gerais ja foram introduzidas
no segundo capitulo, mas recordam-se aqui:

AN _av v

dk @k (2r)°

Vv ds
D(E)=2
(B) =255 /S(E) Vi

A segunda expressao permite-nos calcular a densidade de estados por unidade de energia,
desde que se conhega a estrutura de bandas F, (k).

D(k)
(4.35)

As bandas de energia podem eventualmente sobrepor-se, i.e., uma parte dos estados
de uma dada banda, F, (k), pode ficar acima dos estados de menor energia da banda
E,+1(k). Neste caso, os estados com a mesma energia somam-se e a densidade de estados
total é o somatorio em k estendido a todas as bandas E,, (k).

Na Fig. 4.7 representa-se esquematicamente esta situagao. A partir da densidade de es-
tados e usando a distribui¢ao de Fermi-Dirac podemos determinar a distribui¢ao dos elec-
troes no solido, n(E)dE = D(E) f(E)dE, e a densidade electronica, n = [ D(E)f(E)dE.
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Figura 4.7: Esquema da densidade de estados com as bandas Fi(k) e FEy(k)
sobrepostas e um hiato entre Es(k) e E3(k).

Como ja vimos, o estado fundamental de N electroes livres constroi-se ocupando (com
dois electroes por nivel) todos os niveis monoelectronicos, k, com energias F(k) = %7
até Er, sendo Er determinado pelo requisito de que todos os niveis com energia abaixo
de Fr sejam completamente preenchidos com o ntimero total de electroes, a T = 0 K.

Na presenca dum potencial periédico, é necessario considerar a energia potencial dos
electroes, em adigao a energia cinética considerada no modelo do electrao livre.

O estado fundamental de N electroes de Bloch constréi-se de modo idéntico, com a
excepcao de que os niveis monoelectronicos sao agora indexados pelos ntimeros quanticos
n e k. E,(k) ja ndo tem a forma explicita de electroes livres e k é confinado a zona de
Brillouin. Quando os niveis de menor energia estao preenchidos com um dado ntmero
de electroes podem resultar duas configuragdes completamente distintas:

1. H4 um certo nimero de bandas completamente preenchidas ficando as restantes vazias.
A diferenca de energia entre o tltimo nivel preenchido e o primeiro nivel vazio (i.e. entre
o "topo"da ultima banda ocupada e a "base"da primeira banda vazia) chama-se hiato ou
banda proibida ("gap"). Os solidos em que o hiato é maior do que kg7 (T na vizinhanga
da temperatura ambiente) tém comportamento isolador. Se o hiato for da ordem de
kpT o sblido serda um semicondutor intrinseco. Uma vez que o ntmero de niveis numa
banda é igual ao nimero de células primitivas e que cada nivel pode conter dois electroes
(um para cada estado de spin) a configuragido com hiato ocorre, em principio, quando o
niumero de electroes por célula primitiva é par.

2. Quando existem bandas parcialmente preenchidas, a energia do ultimo nivel ocu-
pado, designado por nivel de Fermi, Ef, fica no interior de uma ou mais bandas. Para
cada banda parcialmente preenhida, havera superficies no espaco dos k, separando os
niveis ocupados dos nao ocupados. O conjunto de todas essas superficies tem o nome de
superficie de Fermi. No caso de electroes livres, a superficie de Fermi é uma esfera.

A condigao para que um soélido tenha propriedades metélicas é a existéncia de uma
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superficie de Fermi nao nula. Analiticamente, o ramo da superficie de Fermi na banda
de indice n é a superficie no espago dos k determinada por

E,(k) = Er (4.36)

A superficie de Fermi é assim a superficie (ou conjunto de superficies) no espago dos k,
de energia constante, Fp.

Uma vez que F, (k) é periddica na rede reciproca, a solu¢ao completa da equagao (4.36)
para cada valor de n é uma superficie no espago k, com a periodicidade da rede reciproca.
Quando um ramo da superficie de Fermi é representado pela sua estrutura periddica
completa, diz-se que é descrita num esquema de zona estendida. Em certos casos é tutil
representar repetidamente a primeira zona de Brillouin—esquema de zona repetida, (ver
p- ex. Fig.

Na Fig. 4.8 mostra-se esquematicamente como se constroem superficies de Fermi para um
solido bidimensional de rede quadrada. Se retomarmos a (Fig 3-24)e nela desenharmos
uma superficie de Fermi de raio kg, que vai até & 4* zona de Brillouin, ( Fig.4.8.a),
podemos ver quais as porgoes das varias zonas de Brillouin ocupadas (Fig. 4.8.c). A
primeira zona esté totalmente cheia. As zonas 2, 3, e 4 estdo parcialmente ocupadas.
As partes ocupadas obtém-se transferindo (mediante translagées G) as partes ocupadas
dessas zonas para a primeira zona. Um processo, porventura mais simples, devido a
Harrison, para obter o mesmo resultado, consiste em desenhar repetidamente a zona de
Brillouin, a volta de um ponto do espago reciproco tomado como origem (Fig.4.8.b),
tragar esferas de raio kp centradas em cada um dos pontos da rede reciproca e contar o
numero de esferas a que cada regido pertence simultaneamente. Assim, se, por exemplo,
considerarmos as regioes que pertencem simultaneamente a trés esferas, obtemos a figura
da terceira zona — a superficie de Fermi na terceira zona é a superficie de separagao entre
os estados ocupados, (a sombreado na Fig.) e os estados vazios (a branco) A superficie
de Fermi é um conceito de grande importancia na interpretacao das propriedades dos
solidos. No caso do modelo do gas de Fermi, a superficie de Fermi é uma esfera de raio
kr. Se considerarmos a existéncia de um potencial fraco e kr for muito menor do que o
limite de zona, a superficie de Fermi continua a ser uma esfera. No entanto, como vimos,
na vizinhanca do limite de zona faz-se sentir o efeito do potencial, de modo que, se a
esfera de raio kp se aproximar ou cortar o limite de zona surge uma descontinuidade na
superficie de Fermi. Essa descontinuidade na superficie de Fermi é equivalente ao hiato
no diagrama de bandas de energia, Fig. 4.9. Mesmo nos metais monovalentes, como o
cobre, embora a banda esteja apenas preenchida até meio e portanto kr é muito menor do
que o limite de zona, o efeito do potencial faz-se sentir, deformando a superficie de Fermi,
como ¢ indicado na Fig. 4.10. Nessa Fig. representam-se esquematicamente, cortes na
superficie de Fermi do cobre (estrutura ctbica de faces centradas). A superficie de Fermi
é o que resta da superficie esférica no interior da zona de Brillouin. Em b) representa-
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Figura 4.8: Construgao da superficie de Fermi para uma rede quadrada. a) Dese-
nhamos uma superficie de Fermi de raio kg, que vai até a 4* zona, como exemplo.
Podemos ver quais as porgoes das varias zonas de Brillouin ocupadas (em c):
a primeira zona estéd totalmente cheia. As zonas 2, 3, e 4 estao parcialmente
ocupadas. As partes ocupadas obtém-se transferindo (mediante translagées G)
as partes ocupadas dessas zonas para a primeira zona. b) Método de Harrison:
traca-se uma esfera de Fermi com centro em cada né da rede reciproca. A su-
perficie de Fermi nas quatro primeiras zonas, é identificada contando o nimero
de esferas a que simultaneamente pertencem os estados ocupados. ¢) Aqui estao
representados os estados ocupados nas primeiras quatro zonas de Brillouin. A
superficie de Fermi em cada zona é a superficie de separacao entre os estados
ocupados, (a sombreado) e os estados vazios.
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Sk

Figura 4.9: Efeito do limite de zona de Brillouin quando esta corta ou se aproxima
da superficie de Fermi. A descontinuidade na superficie de Fermi é equivalente
ao hiato no diagrama de bandas de energia.

se a superficie de Fermi, em corte, num esquema de zona repetida. Esta representacao
evidencia, por exemplo, que a superficie de Fermi tem duas secgoes extremas: um méaximo
(barriga), que corresponde ao didmetro da esfera, e um minimo que corresponde ao
pescoco ou regiao de ligagao entre duas esferas consecutivas. Estas secgoes extremas da
superficie de Fermi tém muita importéncia para a interpretagao das propriedades dos
solidos sob a acgao de campos magnéticos aplicados, com vamos ver. O efeito dos hiatos
na estrutura das bandas reflecte-se marcadamente nas propriedades de transporte. Se os
portadores ndo puderem saltar o hiato, as Fig. 4.11, Fig. 4.12(a,c,e) indicam que uma
banda completamente preenchida nao pode transportar corrente eléctrica.

As superficies de Fermi podem ser obtidas experimentalmente medindo directamente as
orbitas dos electroes na presenca de campos magnéticos. A forma e tamanho das érbitas
permitem construir imagens da superficie de Fermi. Essas medidas s6 sao possiveis se os
electroes puderem completar as suas orbitas antes de serem difundidos por colisbes com
defeitos ou impurezas do cristal®. Por essa razdo, estas experiéncias s6 sdo possiveis em
cristais muito puros e a muito baixas temperaturas (da ordem de alguns kelvin) as quais
as vibragoes da rede cristalina sao minimizadas. O método mais preciso para medir a
superficie de Fermi baseia-se no efeito de Haas-van Alphen, que consiste na observacao
de flutuagoes periodicas da susceptibilidade magnética a medida que se varia o campo
magnético. E um efeito quantico devido a quantificacdo das érbitas dos electroes na pre-
senga de um campo magnético. As orbitas ocorrem em incrementos de area igualmente
espacados, AA = 2mweB/h e areas das Orbitas sao da forma A, = (n + 1/2)(2reB/h).
Em consequéncia, a densidade de estados apresenta flutuagoes. Assim, & medida que
aumentamos o campo magnético, a seccao de cada tubo de Landau aumenta continua-

9Para o aluminio, por exemplo: kp = 1.75 x 1019m~!. Para obter a dimensido de uma 6rbita maxima
(de electrdo livre) no espaco real (rede directa), multiplica-se por /i/eB, dando 1.15 x 10~4m, para
B = 0.1T, (1 kGauss), valor que é varias ordens de grandeza superior as distancias entre dtomos. A
frequéncia ciclotrénica é we = 2.8 x 109 Hz; vp =2 x 105 ms—1.

118



TEORIA DE BANDAS

Figura 4.10: a) Cortes na superficie de Fermi para o cobre (estrutura cubica de
faces centradas). A superficie de Fermi é o que resta da superficie esférica no
interior da zona de Brillouin. b) Representacao da superficie de Fermi, em corte,
num esquema de zona repetida. Esta representacao evidencia, por exemplo, que
a superficie de Fermi tem duas sec¢oes extremas: um maximo, que corresponde
ao didmetro da esfera, e um minimo que corresponde ao pesco¢o ou regiao de
ligacao entre duas esferas consecutivas.

Figura 4.11: Numa banda de energia completamente preenchida, as tinicas tran-
sicoes possiveis sao as indicadas pelas setas na Fig. Um electrao que esteja
no topo da banda, (com k = kp), s6 pode ir substituir outro que tenha sido
removido (do estado —kp).
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Figura 4.12: Nesta Fig. representam-se em a) e b) bandas, respectivamente,
completa e parcialmente preenchida. Em c), d), e) e f), representa-se v, =
%VkE(k), em fungao de k, na presenga de um campo eléctrico, E, nulo em c) e
d) e nao nulo em e) e f). Vé-se assim que um campo eléctrico s6 faz mover os
electrées que estejam numa banda parcialmente preenchida (caso f).

120



TEORIA DE BANDAS

mente, e estes vao deixando a superficie de Fermi, que é pouco afectada. As flutuagoes na
densidade de estados poderao ser detectadas, por exemplo, medindo a susceptibilidade
magnética em fungdo do campo. O periodo das oscilagoes de Haas-van Alphen é deter-
minado pelas secges extremas (méaximos e minimos) da superficie de Fermi, normais
ao campo magnético. Por exemplo, no caso do cobre, Fig. 4.10, vemos que ha secgoes
extremas na superficie de Fermi, consoante as direcgdes (a barriga e o pescogo). Me-
dindo essas oscilagoes para varias orientagoes do campo magnético é possivel reconstruir
a superficie de Fermi.

4.4 SIMETRIA DAS BANDAS DE ENERGIA

Antes de prosseguir com outros modelos, convém referir algumas propriedades das bandas
de energia devidas a simetria.

Seja S uma das operagoes de simetria pertencentes ao grupo de simetria pontual , (i.e.,
rotagoes, reflexdes,...) que convertem o cristal em configuragoes idénticas e consequen-
temente deixam o hamiltoniano invariante. As operagoes de simetria, S, (representadas
pelos operadores S) também convertem |k) em Slk) , i.e.

Sk = Pk
En(k) = En(Sk)

Isto implica que a funcao F, (k) na zona de Brillouin possui a simetria completa do grupo
pontual e que a todos os vectores k/ = Sk corresponde o mesmo valor da energia, i.e., as
bandas de energia convertem-se em si proprias por ac¢ao de qualquer das operacoes de
simetria pontual do cristal.

Aplicando todas as operagoes de simetria do grupo a fungéo 1 ou ao seu vector de onda
k, pode obter-se a estrela do vector k que é o conjunto de vectores a que corresponde
o mesmo valor da energia. Por exemplo, no caso de uma estrutura ctabica de corpo
centrado, a estrela do vector k(L), (i.e., o vector que termina no ponto designado por L
na zona de Brillouin), ver Fig. 4.13, ¢ o conjunto dos 8 vectores que vao desde a origem,
ponto I', até aos centros das 8 faces hexagonais da zona de Brillouin. Daqui resulta que,
por esta razao, a energia F(L) tem grau de degenerescéncia 8, que é o ntumero de vectores
idénticos da estrela, podendo haver degenerescéncias adicionais por outras razoes.

As operagoes de simetria do vector k constituem o grupo de simetria do vector k que
¢ um subgrupo do grupo de simetria do cristal. Desde que se conhe¢a o grupo de k
conhecem-se as degenerescéncias e podemos designar os estados (bandas) pelas represen-

tacoes irredutiveis a que pertencem.
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Se considerarmos, por exemplo, num cristal ctibico, um estado com k na direcgao [111],
na zona de Brillouin, o grupo desse k é o grupo de simetria do triAngulo equilatero,
C3y, que tem trés classes de simetria e trés representagoes irredutiveis, Ay, Ao, A3. De
acordo com a teoria de grupos, podemos esperar ao longo da direcgdo [111], bandas nao
degeneradas (A1 = Ay, As = As) e bandas duplamente degeneradas (A3 = E).

Para um k arbitrario, (sem operagoes de simetria) o grupo de k contem simplesmente a
operagao identidade, E, e nao ha degenerescéncia.

A titulo de exemplo, representa-se esquematicamente na Fig. 4.13, a estrutura de bandas
do aluminio. Do lado direito estd um esquema da zona de Brillouin.

E
=\

15

T a X 2 W Q L A ' 5 z K

Figura 4.13: Bandas de energia do aluminio (designadas de acordo com a sua
simetria). k varia ao longo do trajectoT — X - W - L - T - K —
X, na zona de Brillouin. A primeira banda ao longo de I'X, Banda Al, nao
degenerada, é praticamente uma banda de electrdo livre. Cada célula primitiva
tem um atomo com 3 electroes de valéncia, portanto ha uma banda cheia e outra
semi-preenchida. Note-se que a densidade de estados num dado ponto deve ter
em consideragao o seu grau de degenerescéncia. No ponto L, por exemplo, a
degenerescéncia devida a estrela de k(L) é 8 (ha 8 pontos L na zona de Brillouin).

O diagrama das bandas apresenta, em abcissa, varios percursos representativos para a
variagdo de k na zona de Brillouin. Assim, no diagrama de bandas da Fig. 4.13, k varia
ao longo do trajectol’ - X - W — L - T' - K — X, na zona de Brillouin. A variacao
ao longo de I' — X, corresponde a valores crescentes de k = k,, no intervalo [0, 27/a].
Note-se, que nesta direccao a banda de energia tem a configuragao que ja encontramos
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na Fig. 4.4. Ao longo de X — W, os valores de k tém uma componente crescente em
—k,. No aluminio, cada célula primitiva tem um atomo com 3 electroes de valéncia,
portanto ha uma banda cheia e outra semi-preenchida, ficando o nivel de Fermi no seio
de um conjunto de bandas sobrepostas (banda de condugéo).

Notemos ainda uma simetria adicional das bandas de energia.

Tomemos o conjugado da equagao de valores proprios:

Hipy = E vy

Isto converte H, que é real, em si proprio, mas converte k em —k . Esta propriedade é
verdadeira para qualquer simetria do cristal. Quer isto dizer que as bandas de energia
tém inversao mesmo que o grupo de simetria do cristal nao contenha essa operagao, isto

¢,

En(k) = En(—k)
Este resultado é conhecido por teorema de Kramers.

Note-se que tomar o conjugado da equagao de Schrodinger é equivalente a inverter o sinal
do tempo. Podemos considerar um operador que faca a inversdo no tempo na equagao
de Schrodinger e que, em consequéncia, inverta o estado de movimento do electrao. Na
equagao de Schrédinger independente do tempo, esse operador vai inverter o sinal do
momento e do spin. Incluindo o estado de spin, podemos escrever

Ea(k 1) = Bn(—k )

significando que os estados 1y com spin +1/2 e ¢_x com spin —1/2 sdo degenerados. E
o teorema de Kramers completo.

4.5 METODO DAS COMBINACOES LINEARES

Pretende-se resolver o problema electrénico na presenga dum potencial periédico. Uma
aproximagao bastante geral consiste em construir uma base de fun¢oes conhecidas, per-
mitir pequenas perturbagoes (isto é, uma mistura limitada das fungoes simples da base)
e, finalmente, obter matrizes pequenas que consigamos diagonalizar, a fim de obter os
valores proprios da energia. Se escolhermos uma base ao acaso (forga bruta) obteremos
provavelmente uma enorme matriz, que nao seremos capazes de diagonalizar. Uma pri-
meira simplificacdo consiste em considerar fungoes de base que satisfacam o teorema de
Bloch, de modo a reduzir o nosso problema apenas a um valor de k. Na aproximacgao
dos electroes quase livres, assumimos ondas planas como base, e consideramos alguma
mistura junto as fronteiras da zona de Brillouin. Esta aproximagao é boa para estados de
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energia elevada, que sao parecidos com ondas planas. Consideramos agora a aproximagao
das combinagbes lineares, CL, a qual assume uma base de fungdes, que eventualmente
podem ser orbitais atomicas. Esta aproximagao funciona bem, por exemplo, para as
bandas de valéncia de semicondutores, mas pode falhar na descrigao de bandas de con-
dugao. Originalmente este método foi chamado de "tight binding"porque era usado para
o célculo das bandas que descrevem os electroes do cerne (internos). Comegou a ter uma
grande utilizacdo quando se constatou que se podiam fazer determinadas aproximacgoes
validas, nos integrais de transferéncia e sobretudo devido as ideias desenvolvidas por
Woodward e Hoffmann (1971) sobre a ligagdo quimica, ideias essas que foram depois
utilizadas para descrever a estrutura electronica dos solidos. Hoje é possivel obter bons
resultados com o método CL para, praticamente todos os tipos de sélidos cristalinos,
desde que se utilizem as combinacoes apropriadas e se fagam as devidas correcgoes por
métodos de perturbagoes ou outros.

O método CL é conceptualmente muito simples e baseia-se na ideia de que a fungao de
onda do cristal podera ser uma combinacao linear de, por exemplo, as orbitais atémicas
dos &atomos que constituem o cristal. E também um modelo monoelectrénico. Isto
significa, como j& vimos, que o calculo é feito, partindo da situagido em que existe um tnico
electrao em todo o cristal e que as fungoes de onda descrevem os varios estados possiveis
desse electrao. Como se disse anteriormente, esse calculo pode ser bastante realista, se
tomarmos como base da combinacao linear fungoes de onda adaptadas ao cristal, como
por exemplo fun¢oes de onda do tipo Wannier (ver adiante) e considerarmos o electrao
sujeito a um potencial médio. Uma vez feito o calculo das bandas de energia, é, nestas
circunstancias licito preencher as bandas com o numero total de electroes do cristal.
Todas as interacgoes estao incluidas no potencial médio. Noutras aproximagoes mais
sofisticadas podemos fazer intervir explicitamente interacgoes electrao-fonao, electrao-
electrao, etc.

Comecemos por considerar uma situagao muito simples, em que temos apenas um atomo
por célula primitiva e em que tomamos apenas uma orbital por atomo.

A funcao de onda do cristal é da forma:

N
(r) = Z ¢ d(r — Ry) (4.37)

sendo ¢; os coeficientes da CL e ¢(r — R;) as orbitais atomicas dos atomos individuais
nas posigoes R,;.

Sabemos que as fungoes de onda, ¥ (r), tém de satisfazer o teorema de Bloch:

To(r) = e Toy(r)
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o que permite que os coeficientes ¢; possam ser escolhidos com a forma:

¢ = Leik'Ri (4.38)

=

1 ~
ndo — um f r de norm .
sendo J5 u actor de normacgao

Se resolvermos a equagao (4.37) por um método variacional obtém-se N solugbes para a
energia, Ey, e N fungbes de onda )y (r).

Utilizemos uma linguagem matricial e designemos por ¥, a matriz cujas N colunas cons-
tituem as N solugoes, isto é:
vV=0¢C (4.39)

em que ¥ = (¢1...04...9N)

I
/N
-
=
&
<
=2
N—

(0]
C CN) = (ciq)

Il
~/~
(¢
i
¢}
<

Os valores da energia obtém-se por diagonalizacao da matriz
(P|H|V) =E (4.40)
de elementos diagonais F,, Substituindo (4.39) em (4.40) obtém-se
CH(®|H|®)C = E

ou
C'HC=E

com

H — (O|H|®)
sendo CT = (cp;); H= (Hy;); E = (Eyy) .

qr
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Seguindo a convengao de multiplicacao de matrizes linha por coluna, e comegando da
direita para a esquerda, obtém-se HC = H' = (Hj,), com H] = Z;V H;jcjq que se
multiplica & esquerda por CT = (cy;) dando directamente os N elementos Ey, da matriz

diagonal E.
N N N
Eqq = Z Cailliy = Z Z CiCiq Hij (4.41)
4 i j

Substituindo (4.38) em (4.41), obtém-se

N N 1 N 1 N
By = Z Z = ek —Ri) . — Z ~ Z (R —Ri) .
i J i J

Ou, considerando que todos os atomos i sao idénticos e estendendo o somatorio a todos
os vizinhos, j, de um dado i, incluindo ele préprio (j = i): Eyy = Ej et K(R; Rl)Hij,
sendo R; — R; os vectores distancia do atomo j ao atomo i.

Note-se que, como ja vimos, o conjunto de valores discretos de k se torna denso no limite
de um cristal infinito, podendo identificar-se o conjunto dos valores préprios F,, = Ex
com a fungao E(k):

N
E(k) =) "R R, (4.42)
J

O teorema de Bloch implica que as orbitais ¢; estejam relacionadas por translagoes.

Conclui-se, assim, que no caso em que temos apenas um atomo por célula primitiva
e em que tomamos apenas uma orbital por 4tomo, a diagonalizagdo da matriz (4.40)
conduz-nos a obtengdo de uma banda de energia, E(k), da forma (4.42), que depende
das distancias entre atomos e dos integrais H;;. Os N valores proprios da energia sao
identificados pelos IV valores de k, na zona de Brillouin. Os elementos matriciais H;; sao
os integrais de Coulomb (se i = j) e os integrais de escambo ou transferéncia (se i # j):

Hyy = (63| H|6;) = / o*(r — R) H o(r — R,) dr (4.43)

Mais concretamente, os integrais de Coulomb sao da forma

His = (6| H|gs) = / " (r — Ry) [_zhmv + vm] br—Ri)dr  (444)

Se V (r) fosse exactamente o potencial atémico e ¢; exactamente uma orbital atomica, este
termo resultaria na energia atémica, g, (energia do dtomo isolado). Note-se, no entanto,
que as orbitais atomicas a figurar na expressdo (4.37) ndo deverdo ser as orbitais dos
atomos isolados dado que num cristal as fungoes de onda locais (as que deverao figurar
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em 4.37) nao sdo exactamente as fungoes de onda do dtomo isolado. As fungoes de onda
locais exactas, deveriam ser da forma

(Z)i = (b(l‘ — R,) = \/% Z e_ik'Ri |’L/}k> (445)
k

obtidas por inversao da expressao (4.37) e atendendo a que os ¢; sdo dados por (4.38).

As fungoes (4.45) chamam-se fun¢oes de Wannier e podem ser obtidas por métodos au-
tocoerentes. Na pratica, utilizam-se varios tipos de aproximagoes que permitem fazer
célculos de bandas pelo método CL com a aproximacdo desejada (e dificuldade corres-
pondente).

Veremos adiante como é possivel obter resultados aceitaveis para muitos fins, recorrendo
a aproximagoes baseadas na experiéncia e na intuigao e a dados compilados da literatura.
Para ja fagcamos H;; = ¢;, admitindo que podemos obter o seu valor, quer por célculo,
quer recorrendo a tabelas.

Os integrais H;»; sao da forma

h2
Hiy = (6ilH|65) = (61] — 5V + V(1)l6,)
= e(¢i(r — Ri)|¢;(r — Ry) + (¢i(r — Ry)|V (xr)|¢; (r — Ry))
O primeiro termo envolve o integral de sobreposicao (¢;(r — R;)|¢;(r — R;). Note-se
que é a sobreposicao de duas funcoes de onda com centros respectivamente em R,; e

R;. Em principio, podem calcular-se, embora nao seja facil. De qualquer modo, o seu
valor s6 é significativo para i e j suficientemente préximos, sendo praticamente nulos

(4.46)

para vizinhos afastados. O segundo termo é um integral de transferéncia e corresponde a
energia associada & transferéncia do electrao entre as orbitais centradas em R; e R;. Os
integrais entre vizinhos proximos sao os mais significativos. Numa primeira aproximacao,
é razoavel desprezar todos os integrais de sobreposicao e os integrais de transferéncia entre
vizinhos afastados, ficando apenas:

Hij = (¢i(r — R)|[V(r)[¢;(r — Ry)) =V (4.47)

A fim de adquirir uma certa sensibilidade ao problema vamos recorrer a alguns exemplos
simples.

4.5.1 Exemplo 1. Sélido unidimensional

Consideremos um cristal unidimensional de parametro de rede a, com um atomo por
célula ( 4.14) e tomemos como base da combinagao linear apenas uma orbital do tipo s,

127



METODO DAS COMBINACOES LINEARES

de cada atomo. Um sistema concreto seria uma cadeia linear de ides de hidrogénio, H,
ao longo da qual se passeia um tnico electrao. Note-se que o célculo é feito, partindo
da situag@ao em que existe um tunico electrao em todo o cristal e que as fungoes de onda
descrevem os varios estados possiveis desse electrao. Uma vez feito o céalculo das bandas
de energia, é, nestas circunstancias licito preencher as bandas com o nimero total de
electroes do cristal. Todas as interacgoes estao incluidas no potencial médio. No nosso
calculo vamos desprezar os integrais de sobreposi¢ao e considerar apenas o integral de
transferéncia entre vizinhos adjacentes. A expressao (4.42) da-nos directamente F(k),

i-1 i i+1 a0 ma

Figura 4.14: Representacao de um dtomo e dos seus primeiros vizinhos num cris-
tal unidimensional. A direita, a zona de Brillouin de um cristal unidimensional.
Os limites de zona sao planos que passam pelos pontos k = —7/a e k = 7/a.

A aproximagao dos primeiros vizinhos consiste em considerar

H;; = ¢g (integral de Coulomb)

Hiit1=V (integral de transferéncia)

O integral de Coulomb é a energia do electrao na orbital e o integral de transferéncia
é energia associada & transferéncia do electrao de uma orbital para uma das suas pri-
meiras vizinhas, ¢ + 1 e ¢ — 1. Os integrais entre vizinhos afastados cosnideram-se nulos:
H; ji~|i+1) = 0. Fazendo as correspondentes substitui¢oes, obtém-se:

E(k) = e'FV 4 o + e RV = £y 4 2V cos (ka)
2m N N

k=—m; m=——,...,0,...—
2 2
que se representa na 4.15. Nessa figura representa-se também a banda de electrao livre,
para comparacao. Uma comparagao entre os dois modelos, e admitindo que ambos sao
validos em casos reais, permite-nos tirar algumas inferéncias tteis, nomeadamente sobre
as ordens de grandeza dos integrais de transferéncia e sua dependéncia com a distancia
entre atomos. Se comparamos as larguras de banda nos modelos CL e gas de Fermi,
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E E
€,+2V 1 T
. LB= -4V L
7 (N estados) T 2m
80 -2V 0 7/a 0 3'57 a
Modelo CLOA Modelo Gas de Fermi

Figura 4.15: Bandas de energia para um sélido unidimensional, segundo o modelo
CL e segundo o modelo do gas de Fermi, indicando-se as respectivas larguras
de banda. Considerou-se o integral de transferéncia,V < 0, como aconteceria se
se tomassem como base da combinagao linear, orbitais do tipo s. Se houver um
electrao por atomo, Er = ¢

podemos obter um valor aproximado, embora grosseiro, dos integrais de transferéncia, o
que nos pode ajudar a compreender alguns aspectos gerais da estrutura de bandas:

R (w/2)?  hPr?

—4V = =
2m 2ma?
w2 K2 K2 w2
V = - = _— —_ -
8 ma? nmaz N 8

Obtemos assim uma expressdao de V em funcdo de um pardmetro geométrico n e da
distancia entre atomos, a. Este artificio permite-nos obter valores aproximados dos
integrais de transferéncia V' que sao aceitaveis em muitas circunstancias.

Nesta aproximacao e no caso de um cristal unidimensional, constata-se que os integrais
de transferéncia V sao inversamente proporcionais ao quadrado da distancia entre &to-
mos. O raciocinio e consequentemente, o método aproximado, podem generalizar-se para
outros tipos de estruturas, podendo fazer-se assim céalculos aproximados extremamente
simplificados das bandas de energia de um solido. Note-se que o pardmetro geométrico
1 depende do tipo de estrutura e do tipo de orbitais com as quais se faz a combina-
¢ao linear. O modelo de um s6lido unidimensional que estamos a considerar, seria, por
exemplo, aplicavel a um cadeia linear de &tomos cujas orbitais s dariam, por coales-
céncia, origem a uma banda de energia do tipo descrito acima. Nesse caso poderiamos
designar o parametro 7 por 7, (orbitais s formando uma ligagao o) e o seu valor seria
—m/8 = —1.23. O sinal negativo deriva do facto de que (s;|H|s;) =V < 0.
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4.5.2 Exemplo 2. Estrutura de Bandas do Cloreto de Césio

cloreto de césio, CsCl, é um so6lido iénico, podendo ser descrito por uma rede cubica
simples de ides C1™ interpenetrada por uma rede idéntica de ides Cs™. A estrutura de

, r|x k,
A .
X —2m/a— kx

Figura 4.16: Estrutura cristalina do cloreto de césio (ciibica simples) e respectiva
zona de Brillouin. Indicam-se as posi¢oes de alguns dos pontos de maior simetria
na zona de Brillouin.

bandas do CsCl pode ser obtida fazendo separadamente o calculo das bandas do Cl™ e
as bandas do Cs™.

Atendendo a que as estruturas electronicas dos atomos Cs e Cl sao:
Cl[1s% 2% 2p5 352 3p°]  Cs[1s? 25 2p° 35% 3p® 3d"'Y 452 4p° 55!

podemos, nesta aproximagao simples, ignorar os electroes internos de cada um dos ioes e
considerar apenas o ultimo nivel preenchido dos ides C1™ e o primeiro nivel vazio dos ioes
Cs™. Estes sao os niveis dos quais dependem, em primeira aproximacio, as propriedades
do solido.

Da tabela periédica dos sélidos'? podemos tirar os valores dos parametros (aproximados)
a utilizar na expressao (4.42):

Cl™: e, =—24.63¢V Cst: ey = —3.56eV
ep=—1231 eV
d=411 A

Se atendermos ao facto de que o nivel 55 do Cs™ (vazio) estd muito acima dos niveis 3s e
3p (altimos preenchidos) do Cl™, podemos admitir que nao havera combinagoes entre as

10Ver tabela periédica dos solidos de Harrison. Os valores da tabela periédica dos sélidos, embora sejam
apenas validos em aproximagoes rudimentares, foram obtidos por calculo e correspondem a fungdes de
Wannier, portanto adaptadas ao soélido.
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orbitais do C1~ e as do Cs™ até porque sabemos da experiéncia, que o CsCl é um sélido
ibnico.

Dada a grande diferenca de energias entre os niveis s e p do Cl™, nao havendo portanto
tendéncia a hibridagao, podemos calcular separadamente as bandas s e p da rede dos
Cl™ e separadamente a banda s do Cs™ recorrendo & expressio (4.42) .

Banda 3s da rede Cl- (Aproximagao dos primeiros vizinhos):
A aplicagao da expressao (4.42) da directamente
N
Es(k = Z ez k(R’ri)Hij
J

sendo j os primeiros vizinhos de i (Fig. 4.17)

Figura 4.17: Posig¢oes dos primeiros vizinhos do dtomo de indice i

e os vectores posigao:

R,—R;=0

Ri—R;,=qae,
Ro—R;=ae,
Rs; —R;,=ae,

R,—R;, = —ae,
R5 — Rz = —ae€y
RG — Rz = —aey
6 6
Eyk)=co+ Y R BRI, — e, 4+ Vio > expi(kees + kye, + k.e.)(R; — R;)]

=1 =1
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Se tomarmos a direcgdo I'X (k, =k, =0 ), vem

ETX) = €5+ 4Viso + Vaso (4% + e7H0)

’ E?(FX) =5+ 4 Vo +2 Vo coskya ‘

Utilizando os parametros da tabela periddica dos sélidos,

2 2

K 1 K
= 140 X 7.62—— = —0.636V; com — = T7.62 &V A’
m

VSSU: sso
Tsend 411

podemos finalmente obter a expressao da banda 3s da rede CI™.

Bandas 3p (ps, py, p-) da rede C17: (Aproximagao dos primeiros vizinhos):

Por processo idéntico ao anterior, podem obter-se as bandas p,, py e p, (ver Fig. 4.18).

- W+ D> - w + S>>

X

Voo

Figura 4.18: Representacao das orbitais p, de dois dtomos consecutivos e res-
pectivo integral de sobreposi¢ao (p|p). Note-se que esse integral é negativo o
que implica que o integral de transferéncia (p|H|p) seja positivo, visto que o
hamiltoniano tem sinal negativo.

-

’Ep (TX)=¢, +2\/;pacosk$a‘

’Epy;pz(rx) :Ep"'QV;vprf‘

Banda 5s da rede Cs™

A expressio da banda 5s da rede Cs™ sera da mesma forma da banda 3s da rede Cl~,
com os valores apropriados dos parametros.

Na Fig. 4.19 estdo representadas esquematicamente as bandas CLOA (Combinagoes
Lineares de orbitais Atomicas) do CsCl. Comparando as larguras de banda, chegariamos
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Ep R
b, b, Y
EpT
p
X Py
20 T\2
]: '4Vss o S i ( a

2m

K T X r X

Bandas CLOA Bandas Gés de Fermi

Figura 4.19: Bandas de energia do cloreto de césio segundo o método CLOA e
segundo o modelo do gas de Fermi. Por comparacao das larguras de banda nos
dois modelos, é possivel fazer aproximacoes tuteis. Note-se que o diagrama nao
esta na devida escala.

4 mesma conclusao, que

n? 2
Vsso = Nsso —53 com Nggg = —— = —1.23
e g md2 b g 8
Pelo mesmo processo, poderiamos calcular n para os varios tipos de estruturas. Na tabela
seguinte apresentam-se alguns desses valores corrigidos para sistema reais!!. Se houver
mais do que um atomo por célula, ou melhor, mais do que uma orbital por célula, a
combinar para formar bandas de energia, devemos considerar

o= (o} o) . Ok & . G . o) (4.48)
em que o indice superior se refere & orbital e o indice inferior se refere a célula. Isto é,
temos que tomar como componentes do vector base todas as orbitais de cada célula (de

1 a s) e todas as células (de 1 a N).

Nestas condicoes, a matriz H tera dimensao sN x sIN e nao serd diagonal. E, no entanto,

1 Os valores tedricos seriam 1gq, = —45/7, Ngar = —30/7, Ngas = —15/2m
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Orbitais Integrais Cubicas simples Cubica de
ou tetraédricas faces centradas
P
0,0 = S, p Vsso = nssa# Nsso = —1.40 Nss = —0.62
Nspo = 1.84 Nsp = 2.33
Nppo = 3.24 Nppo = 2.47
Nppr = —0.81 Nppr = —0.93
72,372
L= S, p ‘/de = nédmvg/z Nsdo = —3.16
0= Npdo = —2.95
n? 7"3
Viddm = Nddm 578 Npdr = 1.36
Ndde = —16.2
Nddr = —9.55
Ndds = —2.39

redutivel a s x s blocos de sub-matrizes N x N, atendendo a que Hf(],k = (0 para k' # k:

11
Hkk

L

sl
Hkk

12 1s
Hkk Hkk
ss

kk

(4.49)

Tal como anteriormente, k funciona como um parametro e cada bloco serd da forma

Higl = Hop(k):

N
Haﬁ (k) = Z el k(R; _R'i)Hl‘j

J

(4.50)

Os indices « e § referem-se as varias orbitais na célula (o, 8 =1, 2...s), R; e R referem-
se as posi¢oes dos atomos ou orbitais a e 5. Notar que H,g(k) depende apenas das
distancias (R; — R;) de uma orbital as suas vizinhas idénticas. O ntimero de orbitais

vizinhas a considerar depende da aproximacao que se fizer.

Para determinar as bandas de energia, E(k), basta diagonalizar a matriz s x s de ele-

mentos Hyp (k).

Veremos adiante algumas aplicagoes deste método.
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4.6 ESTRUTURAS DE BANDAS DE SEMICONDUTORES E DE METAIS

A aplicagao directa do método CLOA aos solidos covalentes (C, Si, Ge) exige calcu-
los bastante laboriosos para obter resultados satisfatérios pois nao é possivel fazer as
aproximagoes que sdo validas para outros tipos de solidos (e.g. sélidos i6nicos).

De facto, se considerarmos, por exemplo, o silicio [1s? 2s? 2p°® 352 3p?] e construirmos
um grafico da evolucao da largura das bandas de energia em funcao da distancia inter-
atomica, somos levados, numa primeira aproximagao ingénua, ao diagrama representado
na Fig. 4.20, em que a banda 3s esta completamente preenchida e a banda 3p (triplamente
degenerada) esta preenchida até 1/3, levando a concluir que o silicio deveria ser um
metal, contrariamente ao facto bem conhecido de que o silicio é um semicondutor. S6

as.<

Figura 4.20: Diagrama de bandas de energia em funcao da distancia inter-atémica
para um sélido em que os niveis s e p fossem afastados.

d

depois da década de 1970, e sobretudo devido as importantes contribui¢oes de Woodward
e Hoffman (1971) para a compreensdo da ligacdo quimica, foi possivel ter uma visdo
simples e correcta da estrutura de bandas dos s6lidos covalentes. A estrutura electronica
das moléculas diatémicas como o Cs pode ser explicada pelo diagrama da Fig. 4.21 se
atendermos a que a distancia inter-atémica corresponde a valores da energia dos varios
niveis apos o cruzamento de 7, com o4. De facto, os 8 electroes responséveis pela ligagao
quimica (4 de cada dtomo: 2s% 2p?) irdo ocupar, nesse caso, as orbitais Og, Oy € a8

2 24

degeneradas 7, com uma estrutura |[...o; o,7,|, que realmente estd de acordo com os

factos.

A compreensao actual da ligacdo quimica implica que se estabelece uma ligagdo extre-
mamente forte (ligagdo covalente) quando os electroes dos niveis mais elevados podem
“ganhar” energia ao passar para outros niveis, que sendo descendentes em energia, se
cruzam com eles.

Nos solidos covalentes, como o diamante, o silicio e o germéanio o que se passa é represen-
tado esquematicamente na Fig. 4.22. A medida que as distancias inter-atomicas d, vao
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Figura 4.21: Diagrama da energia em funcao da distancia inter-atémica para um
par de atomos (p.ex. C ou Si). Notar que os niveis T, e o, se cruzam. O
cruzamento é possivel por terem simetrias diferentes (u e g).

Hiato ("gap”)

Estados anti-ligantes

Estalos higantes [ocupad o).

44 & & -
8n Ge 8 C e |
Metal ———3= | a—— solilo covalente

Figura 4.22: Formagao de bandas num semicondutor homopolar tetraédrico a
medida que os atomos se aproximam. d =distancia entre atomos. Assinalam-se
as posigoes do C (diamante), do Si, do Ge e do Sn.
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diminuindo, os niveis do tipo o4 e m, acabam por se cruzar e estabelece-se uma ligacao
covalente muito forte, explicavel em termos de orbitais hibridas, seguindo-se a formacao
de combinacgoes ligantes e anti-ligantes dessas orbitais hibridas. Assim, a simples cons-
tatacao quase evidente, de que nestes solidos, o ponto de partida deve ser o conjunto
das 4 hibridas sp?, ligando cada um dos 4tomos aos seus 4 vizinhos, permite visualizar e
simplificar os célculos.

Em principio deveriam ser usadas combinacdes ligantes e anti-ligantes das hibridas sp®
como base das combinagoes lineares para obter a estrutura de bandas nos soélidos co-
valentes, diagonalizando a respectiva matriz. De facto, devido a existéncia de ligacao
covalente entre os atomos, deveriamos, em primeiro lugar, escrever as hibridas sob a
forma de combinagoes lineares das orbitais atémicas s, p, py € Ds.

h=adc (4.51)

em que

h:<h1 h, hs h4)

‘D:(S Pz Py pz)

e a partir dessas 4 hibridas sp? escrever combinagoes ligantes, by;, e antiligantes, boj,
envolvendo pares de atomos, uma vez que a célula primitiva tem dois atomos.

b=hc (4.52)

sendo

1
by; = 7% (hi; + haj)

_ b
V2

com hy; e hy; dos atomos vizinhos em cada para j, e finalmente diagonalizar a matriz 8 x8
de base b (que é constituida por 4 orbitais ligantes e 4 anti-ligantes). No entanto, dado

ba; (hi; — hay)

que do ponto de vista matematico posso diagonalizar uma matriz a partir de qualquer
base, posso diagonalizar a matriz H na base das 8 orbitais atémicas s, py, py, p- dos 2
atomos que constituem a célula primitiva.

A necessidade de tomar como base as orbitais de valéncia do par de 4tomos que resultou
aqui da aplicacao da expressao (4.50) é também uma consequéncia de consideragoes sobre
a ligacdo quimica e da necessidade de que as combinagoes lineares satisfacam o teorema
de Bloch. De facto, o teorema de Bloch implica que as orbitais base da expansao, os
¢(r —R;), estejam relacionados por translacoes T. Ora, num solido covalente, como por
exemplo o silicio, ha dois atomos por célula primitiva e as orbitais de um dos &dtomos
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da célula nao estao relacionadas com as suas analogas do outro dtomo da célula por
nenhuma translagao T.

Se tivermos o cuidado de tomar todas as orbitais de valéncia da célula primitiva (or-
bitais de valéncia de todos os atomos da célula), estamos no bom caminho, porque o
aparecimento de orbitais e subsequentemente bandas, ligantes e anti-ligantes surge natu-
ralmente.

Passemos agora a resolugao da estrutura de bandas de um soélido covalente.

Para maior generalidade, consideremos um so6lido diatémico C'A com a estrutura da
blenda de zinco (e.g. GaAs, InSb, ZnS). C designa um catido e A um anido. Note-
se, no entanto, que a ligagdo quimica nestes solidos é mista (parcialmente covalente
e parcialmente iénica). Os casos de solidos covalentes monoatomicos sdo tratados do
mesmo modo, fazendo A = C (estrutura do diamante: C, Si, Ge). Estas estruturas
sao caracterizadas por terem dois a&tomos por célula primitiva, estando todos os atomos
inter-ligados por uma "malha" tetraédrica (Fig. 4.23). Tomemos entdo como base, na

. Catido
O Anido

Figura 4.23: Estrutura da blenda de zinco, destacando a célula primitiva (a
esquerda) e vista das orbitais na célula ao longo da direc¢ao [001] (eixo z) (a
direita).

qual vamos diagonalizar H,

‘PZ(SC s* py Py P. Pi Pj pZ)

e calculemos cada um dos 64 elementos matriciais H,g(k). Os indices superiores a e ¢
referem-se ao aniao e ao catiao, respectivamente.
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Para nao alongar demasiado, vamos calcular em detalhe apenas alguns. Por exemplo:
N
Hscs‘l (k) — Vsso’ Z ezk.dj — Vsso’ (ezk.ch + elk.d2 + elk.d;; + e?,k.d4) — Essgo
J

em que d; = (R; — R;) e fazendo gy = (etkdi 4 gikdz 4 pikds 4 pikda) o B o=V .
Calculemos agora Hepa (k),

‘/s po
V3

O factor —1/+/3 resulta da projeccio de p? na direccio [111]. E evidente também que
Hyese = €4, etc.

Hstg (k) - _ (e’ik.dl + e’ik.dQ _ eik.dg _ e’ik,d4) — Espgl

Deste modo poderiamos calcular todos os 64 elementos matriciais H,s(k) o que alids
pode ser simplificado visto que alguns sdo nulos e Hag(k) =H;5(k) (matriz hermitiana).

Apresenta-se abaixo a matriz H

o Es g0 0 0 0 Egpgr Espgas Egpgs
Ess g5 €5 —Espgi —Espgs —Espgs 0 0 0
0 —Eop g1 €5 0 0 Erv 90 Ezygs Euygi
H— 0 —FEsp g2 0 &p 0 Evygs Ezzgo Euygi
0 —FEsp g3 0 0 €p Eryg1 Eiyg2 Ezzgo
Eqp 97 0 Eie 95 Eary g3 Eary 91 € 0 0
Es 95 0 Euy 93 Evr 95 Eaxy g5 0 €p 0
Esp g3 0 Evygi  Euy9gi  Eux g 0 0 €p

com a seguinte notagao:

1 1}0//4 g[) — eik.dl + eik.dg + eik.d3 + eik.d4 Ess — ‘/Tssg'

d2 — [ ii}a/ll gl — eik.dl _|_ eik.dg _ 6ik.d3 _ eik.d4 Esp — _‘/spo-/\/g
o . . ) X 1 2

dz =[111]a/4 e I 3Vepo + 5 Vopr

__ . . . . 1 1
d4 = [1 1 1}@/4 g3 = e’ kdy e’ kdy _ e’ k.ds -+ 61k.d4 E:cy ngpU — g%pﬂ

Para obter as bandas de energia seria agora necessario diagonalizar esta matriz para varios
valores de k e fazer a representagio grafica das solugoes E (k). Ha 8 solugoes e portanto 8
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a) Bandas CLOA para o Ge b) Bandas "verdadeiras" para o Ge.

(Método do pseudopotencial)

Figura 4.24: Bandas de energia do germéanio. a) bandas calculadas com base em
valore tirados da tabela periédica dos sélidos, na aproximagao dos primeiros vi-
zinhos. b) bandas obtidas por Grobman, Eastman e Freeouf (1975) combinando
métodos de pseudopotencial com dados experimentais de espectroscopia éptica.
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Figura 4.25: Estrutura de bandas do silicio pelo método DFT-Kohn-Sham
(LDA= local-density approximation). Os estados na DFT n&o sdo monoelectré-
nicos, no entanto, é habitual interpreta-los como tal. Os resultados dos célculos
sao em geral bons, mas apresentam normalmente um erro, por defeito, no va-
lor do hiato (por vezes mais de 50%). Na figura é indicado o hiato indirecto de
cerca de 0.5 eV, enquanto que o valor experimental é de cerca de 1.17 eV. Figura
retirada de uma apresentacao de Silvana Botti, LPMCN Université Lyon 1.
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bandas de energia. Essas solugoes estao representadas na Fig.2.61. Note-se que o método
CLOA s6 é aceitavel para bandas preenchidas, como se pode ver na Fig. 4.24, em que
as bandas CLOA sao comparadas com as bandas chamadas "verdadeiras"calculadas por
métodos semi-empiricos do pseudopotencial.

Contando 8 electrdes por célula primitiva, teremos para T' = 0 K, as quatro primeiras
bandas preenchidas. Para os semicondutores, como, por exemplo, o silicio ou o germéanio
(ver Fig.4.24b) vemos que ao longo dos mais importantes eixos de simetria encontramos
uma série de bandas que se dividem em dois grupos separadas por um hiato de energia.
O grupo de energias mais baixas forma a banda de valéncia enquanto o grupo de energias
mais elevadas forma a banda de condugao.

A baixas temperaturas, a banda de valéncia estd completamente cheia e a banda de
condugao completamente vazia. O germénio comporta-se entdo como um isolador. Nos
semicondutores, sao sobretudo as regioes de energia perto do topo da banda de valéncia
e da base da banda de conducao que sao importantes, uma vez que contém os niveis de
energia que, em equilibrio térmico, sao ocupadas por electroes e buracos.

O topo da banda de valéncia, em muitos semicondutores encontra-se a k = 0 (ponto I').
Por exemplo, para semicondutores do grupo IV: diamante, Si, Ge, a-Sn e compostos I1I-
V. Duas sub-bandas diferentes tém uma extremidade comum (vér Fig. 4.24b, ponto I'y,).
Se os extremos de uma banda nao forem localizados em k = 0, entao, por consideragoes
de simetria, estardo presentes um nimero de extremos equivalentes, pontos Xi. e L1.).

Na Fig. 4.26, apresentam-se esquemas de bandas de energia do GaAs e do a-Sn, elementos
que tém estrutura electrénica idéntica (...s%p?). O GaAs é, como se vé pela estrutura
de bandas, um semicondutor, alids de interesse tecnologico crescente na tecnologia de
microelectronica para electronica rapida (micro-ondas).

Na Fig. 4.27mostram-se esquematicamente as bandas CLOA do cobre, do niquel e do
ferro. As bandas resultam das combinagdes lineares das 5 orbitais 3d e da orbital 4s, em
estruturas cristalinas ciibicas de faces centradas para o cobre e para o niquel e ctubica de
corpo centrado para o ferro.

4.7 OUTROS METODOS PARA CALCULO DE ESTRUTURA DE BANDAS

Existe uma série de dificuldades no céalculo da estrutura de bandas de um sé6lido. Uma
delas € a propria natureza do potencial em jogo, havendo vastas areas de forma complexa
entre os ides em que o potencial é praticamente nulo, enquanto que, junto aos ides, o
potencial é elevado e negativo. Por outro lado, estamos a fazer calculos de um electrao
em que o efeito dos outros electroes ¢ incluido no potencial. O método CLOA (também
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Figura 4.26: Bandas de energia do GaAs e do a-Sn. O GaAs é um semicondutor
de interesse tecnologico crescente na tecnologia de microelectrénica para elec-
trénica rapida (micro-ondas). Como se pode observar do diagrama de bandas o
a-Sn é um metal, uma vez que o nivel de Fermi esta dentro de uma banda que
resulta da sobreposi¢ao de duas bandas (as equivalentes as bandas de valéncia
e de condugdo do GaAs.
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Figura 4.27: Bandas do cobre, do niquel e do ferro. As bandas resultam das
combinagoes lineares das 5 orbitais 3d e da orbital 4s, em estruturas cristalinas
ctibicas de faces centradas para o cobre e para o niquel e ctibica de corpo centrado
para o ferro. O niquel que tem a mesma estrutura que o cobre, mas tem menos
um electrao, tem o nivel de Fermi mais baixo. O ferro tem uma estrutura
diferente. Todos estes elementos sao metais — o nivel de Fermi fica sempre
dentro de uma banda ou conjunto de bandas.
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conhecido por tight binding) funciona bem, proximo dos ides, mas é mau para a parte de
elevado comprimento de onda, (Fig. 4.28.)

curto comprimento de onda

wﬂi longo comprimento de onda

Figura 4.28: Func¢ao de onda tipica do modelo CLOA. Notar a sua forma nas

regioes vizinhas dos ioes e nos espagos internucleares.

4.7.1 Método das Ondas Planas Ortogonalizadas. Pseudopotencial

O melhor método para o célculo de bandas em metais e semicondutores é o método das
ondas planas ortogonalizadas (OPO)'? que consiste em utilizar ondas planas ortogona-
lizadas relativamente as fungoes de onda dos electroes do cerne. Esta ortogonalizacao
¢ a base dos chamados métodos do pseudopotencial que discutiremos a seguir. Nos
métodos do pseudopotencial, os elementos nao diagonais do hamiltoniano entre ondas
planas ortogonalizadas sao tomados como elementos matriciais de um pseudopotencial.
Nao ha nenhuma aproximacao ao tomar este ponto de vista embora ele sugira varias
aproximagoes que constituem os varios métodos do pseudopotencial.

O método das ondas planas ortogonalizadas resulta da necessidade de que todas as fun-
¢oes de onda, nomeadamente as que descrevem os electroes do cerne e as que descre-
vem os electroes de valéncia, devem ser ortogonais. Vamos entao tomar ondas planas e
ortogonaliza-las em relagao as funcgoes de onda do cerne.

Esperamos, assim, que sejam necessarias menos ondas planas ortogonalizadas, para re-
presentar a funcao de onda do cristal, do que as necessarias a uma representagao com
base em ondas planas simples.

Uma combinagao possivel é a da expressao (vér Fig. 4.29)

|0POK) = |9(k)) = [k) = Y le)(clk) (4.53)

12C. Herring, Phys. Rev.,57:1169 (1940)
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. k>=v 2 ikD

_\/;\' Jou \/.\/ Ic >

\\/;\ PY o> =lk >-§, le> <clk >

Figura 4.29: Composicao esquemaética das fung¢ées de onda planas ortogonali-
zadas. A funcéo de onda |¢(k)) é uma combinacao de ondas planas |k), com
fungées de onda dos electrées do cerne, |c). Os |¢p(k)) sdo ortogonalizados rela-
tivamente aos |c).

sendo 7 , o indice dos 4tomos da base na
)13

em que |k) é uma onda plana, ) . =>.>"
célula primitiva e n, os estados dos atomos do cerne (1s, 2s, 2p,...

n?

lc) = [xn(r — Ry)) (4.54)

sendo, portanto
1 .
(clk) = N /X;’;(r —Ry)etkrdr (4.55)

odemos vér que os |¢(k)) sdo, de facto, ortogonalizados relativamente aos estados do
cerne, |¢), multiplicando & esquerda por um estado do cerne (c’|, e integrando, atendendo
a que

(c'lk) = > _(c'le)(clk) = {c|k) — {¢[k) =0

c
uma vez que (c’|c) = deer-
E possivel tomar combinacoes lineares de OPOs, introduzir na equacao de Schrédinger,

tal como no método CLOA e obter a matriz, cuja diagonalizagdo dé os coeficientes da
combinagao linear. O determinante secular da os E(k).

3Notar que |c){c| é a decomposi¢do da unidade, i.e., |c){c| = 1, segundo Dirac. Ver por ex. Livro
"Introducao & Quimica Quéantica Computacional", pag. 78, eq: 3.50.
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Elementos Matriciais

Se substituirmos (4.53) na equagao de valores proprios

Hp(k)) = E[o(k)) (4.56)
vem
Hk) = Hlc)(c[k) = E[k) = > E[c)(clk) (4.57)
H[k)+ > (E- H) [c){c]k) = E|k) (4.58)
fazendo )
H= —;—mVQ +V(r)

2
—Q}Lmv%m +VIk)+ Y (E - H) [c)(c[k) = E[k)

equacdo que tem a forma de uma equagao de valores proprios para os vectores |k):

[—LVQ FV) (B - H)fe) el | k) = B i) (4.59

e em que o potencial tem a forma
W =V(r)+ ) (E—H)lc)c| (4.60)
ou atendendo a que H|c) = E, |c) e explicitando V(r) => . v(r — R;) :
W=W(rr)=>_ [v (r—Ri)+ > (B — En) [xn (r = Ri))(xa (@ = Ry) || (4.61)
i n
sendo Fy a energia dos electroes no cristal e E,, a energia dos niveis do cerne.

A este potencial, que, de facto, contém uma contribuicao de energia cinética (dos electroes
do cerne, contida em E, ), chama-se pseudopotencial. Note-se que W (r,r’) depende de
FEy, é nao local e nao é unico.

Numa aproximagao em que se considerem apenas os estados na vizinhanga do nivel de
Fermi, i.e. Fy ~ E, viria para os elementos matriciais

(K'Wlk) = (K|

V> <EF + ;—mVQ - V> c><c|] k) (4.62)
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B2 o2 — _ hkE
e uma vez que 53—V k) = —5-F = —FEp,

W=V-Y V)| =V <1 =Y le) (c|> (4.63)
c (&

Note-se que os ¢ sao da forma |c) = [x,(r —R;)) e que portanto a parcela > _|c){c| s6 é

significativa e da ordem de 1, na vizinhanga dos ides que estdo nas posi¢oes R;. Assim,

o pseudopotencial é praticamente nulo na proximidade dos ides e reduz-se ao potencial

V(r) no espago entre os ides.

Introduzindo o conceito de raio do cerne, vem parar > r. |¢x) ~ k) e W =~ —27?2
para r < r., |¢x) ~ > . |c){clk) e W ~ 0, o que daria um pseudopotencial da forma
representada na Fig. 4.30. Este potencial resulta de que os electroes do cerne geram uma

'

Figura 4.30: Forma do pseudopotencial, na aproximagao simples tratada no texto.

blindagem (screening) relativamente ao potencial do nicleo.

De facto, o verdadeiro potencial é da forma indicada no esquema da Fig. 4.31 O pseu-

0 ! ,-/\rc\__r
72
W ” T

Figura 4.31: Forma verdadeira do pseudopotencial W (r). Na figura, esta repre-
sentado o parametro r..

dopotencial, permite-nos escrever uma equagao de valores préprios

h2 5 2
_ Y w2 K\=—— |K\=E|k 4.64
5V 1K)+ Wk) 2m*(k)|> k) (4.64)
com h2k2
Fy=—'—
T 2m*(k)
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O efeito do pseudopotencial introduz o conceito de massa efectiva m* (k) que é um tensor.

Para calcular os elementos matriciais tomemos

em que w(r — R;) é o pseudopotencial individual centrado no ido i. Os elementos matri-
ciais serao da forma

. . 1 .
K'|[Wk) = (k+G|W|k) = /V—1/2e—1<k+G)-fW(r)V—1/Qel‘“‘dr = V/e_’G'rW(r)dr

(4.65)
Estes elementos matriciais sdo as componentes de Fourier do pseudopotencial com vector
de onda igual a G =k’ — k.

Podemos escrever (4.65) sob a forma
1 . 1 , )
(k+G[Wk) = v Z/e_zc"rw(r—Ri) d*r = v Ze_lG'Ri /e‘ZG(‘”_Ri)w(r—Ri) d*r
i i

k + GIWK) = $(G) we (4.66)

em que S(G) = + Y. e "G Ri 6 o factor de estrutura geométrico e N o niimero de ides.

weg € a componente G (de Fourier) do factor de forma:

1 i
wg=— [ e "CTwl)d®r comr =r—R;
Vo
As componentes de Fourier do factor de forma, wg, podem ser calculadas na aproximacao

do modelo do pseudopotencial vazio:

Wi(r)=0 para r <r.
Z e*
W(r)=——— para r>r,
T
Para calcular wg substitui-se w(r’) por w(r)e " e faz-se tender A para zero. Aliss A
pode ser considerado diferente de zero quando se introduzir uma correcgao de blindagem.
Utilizando coordenadas polares (G.r' = G cos#), vem

1 R A Ze2 ,
wg = 7/ / et G cosd (_e) e M 2 sen 0 dlr'? dr’
VO re 0 T

47 €2 cos (Gr,)
Vo (G2 + \?)

(4.67)

wag = —
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_G_
(2Er/3)

Figura 4.32: Representacao gréfica de wg, em fungao do parametro adimensional
G /kp, expressao (4.67), para o Aluminio. Os pontos indicam valores calculados
para o modelo do pseudopotencial de Animalu e Heine (Harrison, Electronic
Structure of Solids, pg. 362). Notar que podemos representar wg = f(r)
no espago directo, o que implicaria a conversao Gr. Obter-se-ia uma forma
semelhante a da Fig. 4.31.

Em conclusao, no método do pseudopotencial, o Hamiltoniano H = T + V(r) foi subs-
tituido por um novo Hamiltoniano H,s = T'+ W que ignora as bandas de mais baixa
energia (que ndo nos interessam) mas resulta nos mesmos valores proprios E,, (k) de H
para a regido das bandas de valéncia e condugdo. A funcoes de onda associadas a Hys
sdo mais suaves e podem mais facilmente ser aproximadas a ondas planas, i.e., as com-
ponentes de Fourier de W sao pequenas, com excepgao dos primeiros vectores da rede
reciproca.

O método do pseudopotencial mostra que os electroes de valéncia em metais e em semi-
condutores se comportam como se nao interactuassem fortemente com os ides da rede
cristalina. Esta é a razao para o sucesso empirico do modelo dos electroes quase livres.
Podemos usar Ws simples (pseudopotenciais fenomenolédgicos, por exemplo).

4.8 CONSEQUENCIAS DA ESTRUTURA DE BANDAS EM SEMICONDUTORES

Calor Especifico Electrénico dos Semicondutores J4 vimos qual era a contribuigao dos
electroes livres para o calor especifico dos metais e veremos depois, a contribuicao das
vibracoes da rede cristalina para o calor especifico.

Vamos agora analisar a contribuigao electronica para o calor especifico no caso dos semi-
condutores.

Tomemos um modelo de bandas simples como o representado na Fig.4.33. em que a
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densidade de estados dos electroes é simétrica da densidade de estados dos buracos.
Tomaremos como origem da escala de energias, o nivel de Fermi, Fr. Nestas condigoes,

EA

.
s

Figura 4.33: Um semicondutor com bandas simétricas. Os pontos a cheio repre-
sentam electroes que foram termicamente excitados para a banda de condugao.
Os circulos vazios representam os buracos deixados por esses electrées. O nivel
de Fermi fica situado a meio do hiato, 2A. A situacao do nivel de Fermi a meio
do hiato é a correspondente ao equilibrio termodindmico do sistema de electroes
e buracos.

a banda de condugao fica & energia A e a banda de valéncia, a energia —A. Nos semicon-
dutores, A é da ordem de 1 eV e portanto muito maior do que kgT'. Nestas condigdes,
a funcdo de distribuicao é dada aproximadamente por:

1 " —E/kpT
f(E) = 1 + e(E_EF)/k?BT ~ € B (468)

que nao é mais do que a distribuicao de Boltzmann. Fisicamente, isto significa que a
probabilidade de ocupagao de estados é tao pequena que a probabilidade de um estado
vir a ser ocupado simultaneamente por dois electroes é desprezével, sendo irrelevante
considerar o principio de exclusao de Pauli. Tomando Er como independente da tempe-
ratura, podemos calcular a energia dos electroes excitados que por simetria seré igual a
energia dos "buracos”. A energia total dos electroes na banda de condugao sera:

Eo =Y Enf(E)) =Y Ee fn/ksT (4.69)

Convertendo a soma num integral no espago dos k e usando o conceito de massa efectiva,
para descrever as energias, numa aproximacao em que se toma a base da banda de
condugao como uma banda calculada pelo método do pseudopotencial (exp.4.64), com
massa efectiva isotropica, para simplicidade.

h? k?

2m*

E(k) = A+

(4.70)
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vem para a energia electronica (por unidade de volume):

2 7.2
Ey = 2 /dk‘47rk2 (A—i— L i )e_(A"’hz k*/2m")/ksT

(2m)3 2 m* W)
_é 2m*ijT 3/2 1+§k}BT —A/kBT )
“a\ R2n 2 A )¢

que é da ordem de A por electrao excitado. Podemos adicionar a esta quantidade uma
contribuicao igual devida aos “buracos”, para obter a energia total. Para obter o calor
especifico bastaria achar a derivada em ordem & temperatura. Note-se que A serd muito
maior do que kT e portanto o factor exponencial serd extremamente pequeno. Vé-se
assim que, de acordo com a experiéncia, os valores da contribui¢ao dos electroes e buracos
para o calor especifico é muito pequena. Como veremos, a contribui¢ao da rede é muito
mais importante.

4.8.1 Dinamica de Electroes e "Buracos”

A forca que actua num electrao na presenga de campos (E e B) ¢, como ja vimos (ex-

pressao 4.24), dada por

Feut = h% =—¢(E+vxB) (4.72)

Por outro lado, como ja vimos, a velocidade média (velocidade de grupo) de um electrao
num estado com vector de onda k é dada por

vy(k) = 1 ViB(K)
recordando que esta expressao se pode deduzir qualitativamente se atendermos a que a
velocidade média do electrao é a velocidade do grupo de ondas v, = z—ﬁ e que F = hw.
De facto,
_dw d(E/h) 1dE
T dk dk  hdk

As equagoes do movimento do grupo de ondas, para electrées numa banda F, (k), sdo

Vg

entao )
Von(k) = ﬁvkEn(k)

dk _

i —e [E (T,t) + Vgn (k) x B (r, t)]
A evolugdo de T e k (médios) para o electrdo no grupo de ondas, com o tempo entre
colisOes, é determinada pelas equagoes acima e, portanto, pode ser estimada unicamente

através do conhecimento da estrutura de bandas do solido, E,, (k).

(4.73)
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Esta aproximacao s6 é valida se o grupo de de ondas for formado com estados exclusiva-
mente duma s6 banda, e falha se tiver transicoes interbandas, nomeadamente através de
efeito de tunel, transi¢ées 6pticas ou magnéticas.

Em equilibrio térmico a contribuicao para a densidade electréonica dos electroes numa
banda E(k) com vector de onda no elemento de volume do espaco reciproco dk é dado

por
AN 2 dk /47

f[E(k)]ﬁdk = f1EK)] (2ﬂ)3dk = 1+ eBW—]/ksT

S6 as bandas parcialmente preenchidas, a T' = 0, precisam de ser consideradas quando

(4.74)

se calculam as propriedades de um solido. De facto, uma banda com uma densidade de
estados no espaco reciproco constante, 1/473, totalmente preenchida nao pode contribuir
para correntes eléctricas ou térmicas. Para verificar isto, notemos que, a T = 0, um
elemento de volume no espago reciproco dk contribuird com um ndimero de electroes
igual a dk/47% por unidade de volume, os quais tém velocidades v(k) = 3V,E(k).
Integrando na zona de Brillouin, concluimos que a contribuigao total para as densidades
de corrente eléctrica e térmica de uma banda totalmente preenchida é

dk 1
i=—e | 2 CV,Ek
J 6/47r3hvk (k)

iy :/%E(k)%VkE(k) = %/%%W B (k)]

Ambos estes integrais sao nulos em consequéncia de que qualquer integral do gradiente

(4.75)

de uma fungao periddica, abrangendo toda uma célula primitiva, serda necessariamente
nulo.

Nestas condigoes, s6 as bandas parcialmente preenchidas, a T' = 0, tém que ser conside-
radas. Isto explica a razao por que falamos tanto no nimero de electroes de conducgao: a
condugao é devida apenas aos electroes que estao em bandas parcialmente preenchidas.

Um so6lido para o qual todas as bandas estao completamente preenchidas ou vazias sera
um isolador eléctrico e térmico. Uma vez que o numero de niveis em cada banda é igual
ao namero de células primitivas do cristal e que cada banda pode conter dois electroes,
s6 nos soélidos com um numero par de electrées por célula primitiva as bandas serao
totalmente preenchidas ou vazias. Note-se que o inverso nao é necessariamente verdade.
Existem solidos (e.g. metais divalentes) com um numero par de electrdes por célula
primitiva que sao condutores, uma vez que podem existir sobreposi¢oes de bandas que
originem bandas parcialmente preenchidas, como ja vimos e como se mostra na Fig.4.34.

Um dos sucessos da teoria é a explicacao de fendémenos em que os transportadores de
carga sao positivos (efeito Hall, poder termoeléctrico, condutividade nos semicondutores,
etc.).
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I
4 N
11 I I
N
1l

Figura 4.34: Ilustragao de como um sélido bidimensional, com um niimero par
de electroes por célula, pode ser um condutor. O circulo representa a esfera de
Fermi. A sua area é igual a drea da primeira zona de Brillouin (I) mas estende-se
a segunda zona (II) originando assim duas bandas parcialmente preenchidas.

Ha dois pontos importantes que interessa referir para compreender como é que os elec-
troes numa banda de energia podem contribuir para correntes eléctricas atribuiveis a
transportadores com carga positiva.

i) A contribuicdo de todos os electrdes de uma banda para a densidade de corrente
eléctrica serd

i —e / dk ) (4.76)

—vV
.. 4m3

em que o integral se estende a todos os estados ocupados. Explorando o facto de que

uma banda completamente cheia nao transporta corrente

dk dk dk
0= /ZB. v = /oc. M / R

podemos escrever a corrente sob a forma

. dk
j=be [ R

Assim, a corrente devida a estados ocupados de um dado conjunto de niveis é exactamente
igual & corrente que resultaria se esses niveis estivessem vazios e todos os outros niveis
da banda estivessem preenchidos por cargas positivas (+e).

Deste modo, embora as tnicas cargas que existem sejam electroes, podemos quando con-
veniente, considerar que a corrente é transportada por cargas positivas que correspondem
a estados vazios. A essas particulas ficticias chama-se buracos.

Quando se opta por encarar a corrente como sendo transportada por buracos positivos em
vez de electroes negativos, os electroes devem ser encarados como auséncia de buracos, i.
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e. os niveis ocupados por electroes devem ser considerados como vazios de buracos. Se se
desejar considerar que sao os electroes que transportam corrente, entao os "buracos nao
contribuem. Se, pelo contrario se quiser considerar os buracos como transportadores de
corrente, entao os electroes nao contribuem. Pode, no entanto, considerar-se que algumas
bandas sao bandas de electroes e outras sao bandas de buracos conforme for conveniente.

Qual é o vector de onda do "buraco™ Ja analisdmos esse problema anteriormente, mas
nunca é demais repetir!

Consideremos um estado excitado que resultou da absor¢do de um fotdo (Ak =~ 0),
Fig.4.35. O estado final consiste num electrao com k = k. e um electrao que falta em

EA

Figura 4.35: Representagdo esquemaética da absor¢ao de um fotao (Ak ~ 0). O
estado final consiste num electrao com k = kg e um electrao que falta em kg
(ou seja, um estado nao ocupado (buraco) a k = kg . O buraco tem k = —kq.

ko (ou seja, um estado nao ocupado a k = ky. O buraco tem, portanto, k = —kg.

ii) O movimento de um electrao é determinado pela equagao (semiclassica)

F=m—=h—=—-e(E+vxB) (4.77)

Se a orbita do electrao corresponde ao movimento de uma carga negativa ou ao movimento

dv = dk
¥ » ser ou nao paralela a 7F. Se a

o electrao responde como se fosse uma particula de carga

de uma carga positiva depende da sua aceleragao,
aceleragao for oposta a %,
positiva.

Nas situacoes de interesse os niveis vazios estao normalmente na vizinhanca do topo da
banda. Se a banda E(k) tiver o seu méaximo para o valor kg podemos expandir F(k) em

153



CONSEQUENCIAS DA ESTRUTURA DE BANDAS EM SEMICONDUTORES

série sob a forma'*

E(k) ~ E(ko) — A (k — ko)? (4.78)

sendo A positivo (uma vez que E é méaximo para kg. E conveniente definir uma quanti-
dade positiva, m*, com dimensoes de massa, tal que

h2
omr
Para niveis na vizinhanca de kg,
1 h(k — ko)
k)=-ViEk)~ —
v(k) = L VrB(k) &~
e portanto a aceleragao sera
d h dk
= — =——— 4.79
a= v =T (4.79)
isto é, a aceleracao é oposta a %.

Substituindo (4.78) na equacao do movimento (4.77) vemos que se os electroes estiverem
confinados a niveis na vizinhanga do maximo da banda, eles respondem aos campos
aplicados como se tivessem uma massa negativa, —m*. Trocando os sinais na equagao do
movimento (4.77), podemos igualmente constatar que essa equagio descreve o movimento
de particulas positivas com massa positiva, m*.

Conclui-se assim que os "buracos"se comportam como particulas de carga positiva.

De um modo geral pode definir-se massa efectiva, m* através da expressao

1 lovik) 1 PE(k)
m* h ok 12 0K

(4.80)

que se pode obter fazendo 4v = -4k (semelhante a (4.79), mas com aceleragio paralela
a %), multiplicando por 4L e recorrendo a (4.75).

Outro modo mais simples de derivar a expressiao da massa efectiva, (4.80), poderia con-

%d]::ﬂ((k), na definicao de

sistir em substituir a velocidade pela sua expressao, v(k) =

aceleracdo, a = ¥

o fazer a derivada de uma funcao de funcao'®

L dv_1d (dE\ 1 (d®EY dk
A0 T hat\ak) T n\ak? ) a

140 termo de primeira ordem anula-se na vizinhanga do méaximo.

15% (u) = %f(u)% Fazendou =k, z =te f(u) = ‘Cil—]f:, obtem-se directamente a forma desejada.
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atender a que p = mv e recorrer a lei de Newton, F = ma, e portanto F = %:) = h% e

. . . . 2
finalmente identificar o inverso da massa (efectiva) com 7z (ikjg )

Vé-se assim que a massa efectiva m* tera o sinal da segunda derivada da curva E(k).

Note-se que o segundo membro de (4.80) é um tensor (e fungao de k) pelo que se poderiam
explicitar as componentes do tensor massa efectiva, M, por
1 9’E(k
M'(Kk)],. = L1 OBk
g h? 0k;0k;

sendo o sinal — ou + consoante E(k) tem curvatura negativa (k na vizinhanca de um
méximo da banda —"buracos") ou curvatura positiva (k na vizinhanga de um minimo—
electroes).

Uma vez que

d dk
=—v=+MYk) h—
a=auy (k)

a equagao do movimento toma a forma
M(k).a = +e [E + v(k) x B]

O tensor massa efectiva tem um papel importante no estudo da dindmica de "buracos"e
de electroes especialmente em semicondutores, bem como no estudo de propriedades de
transporte em presenga de campos magnéticos (efeito Hall) ou gradientes de temperatura
(poder termoeléctrico).

Correspondentemente, a energia de um buraco é simétrica da energia de um electrao que
ocupasse 0 estado vazio (Eyuraco = —Felectrovazio)-

Em geral, como o nome indica, podemos dizer que semicondutores sao simultaneamente
maus isoladores, e maus condutores. A estrutura de bandas dum semicondutor é ca-
racterizada por um hiato pequeno (< 3 €V), de modo que é possivel obter um nimero
significativo de portadores a temperatura ambiente. Esta densidade de portadores é
uma fungao rapida da temperatura, e, consequentemente, a condutividade eléctrica varia
muito com a temperatura.

4.8.2 Massas Efectivas

Existem semicondutores de hiato directo (Fig. 4.36a) como, por exemplo, o GaAs para os
quais o topo da banda de valéncia e o fundo da banda de condugao ocorrem para o mesmo
valor de k (em geral para k = 0). Como consequéncia, fortes transi¢oes opticas (dipolo

155



CONSEQUENCIAS DA ESTRUTURA DE BANDAS EM SEMICONDUTORES

a) b)

E Banda de condugio E

A P S
Eg (indirecto)

Eg(directo)  Eg(directo)

Banda de Banda de
buracos pesados buracos pesados
Banda de Banda de
buracos leves buracos leves
- > - >
k k

Figura 4.36: Estruturas de bandas tipicas. a) Para semicondutores de hiato
directo; b) para semicondutores de hiato indirecto.

permitidas, i.e., verticais (kyota0 ~ 0)) sdo observadas. Existem também semicondutores
de hiato indirecto (Fig.4.36.b) como o Si e o Ge (ver Fig.4.24.b).

Frequentemente, os semicondutores de hiato directo tém bandas aproximadamente esfé-

L) 9B
m* ij 61{181{]

* *
mr*myy

ricas. Neste caso, temos:

m *

=mi, =m
Os semicondutores de hiato indirecto frequentemente tém bandas de condugao elipsoidais
Fig.4.37. O silicio (Fig.4.37.b), tendo o minimo da banda de condugdo junto do ponto
X (a cerca de 75% da distancia I'X), apresenta 6 vales ao longo das direcgoes equiva-
lentes [100], enquanto o germanio (Fig.4.37.a), tendo o minimo da banda de condugao
no ponto L, apresenta 8 meios elipsdides ao longo da familia de direcgoes equivalentes
[111] (ou seja, 4 elipsdides depois de translagoes através do vector da rede reciproca, G,
adequado). Estes vales adicionais implicam uma densidade de estados adicional que deve
ser tomada em conta. Veremos mais adiante que a massa efectiva relevante para o célculo
da densidade de estados ¢é diferente da massa efectiva relevante para calculos de trans-
porte. Quando os campos aplicados sao elevados, os portadores que se movem num vale
de massa mais leve podem ganhar energia suficiente para saltarem, através da interacgao
com fonoes, para vales com massa mais elevada (dispersdo, ou "scattering" inter-vales).
Neste capitulo, estamos a assumir sempre que os campos sao suficientemente pequenos
para que a redistribuigao entre vales nao ocorra (ou seja, é possivel fazer a média sobre
todos os vales e obter uma massa efectiva isotropica).

156



TEORIA DE BANDAS

/N

VL

jﬂ\-\_
=]
L iy X K T
a) Caso do germinio b) Estruturade bandas de wm semicondutor ¢) Caso do silivio

Figura 4.37: Detalhes da estrutura de bandas de semicondutores

4.8.3 Densidade de Portadores de Carga (Electroes e Buracos)

No caso de semicondutores intrinsecos puros, a condutividade seria nula para T’ = 0, uma
vez que, nesse caso, a banda de valéncia estaria totalmente preenchida enquanto que a
banda de conducao estaria completamente vazia. A medida que a temperatura aumenta,
alguns electroes vao passar da banda de valéncia para a banda de conducao, deixando
"buracos" na banda de valéncia. A uma dada temperatura, a condutividade sera a
soma das condutividades dos electrées e dos "buracos". Dado que o preenchimento das
bandas (de electroes e de "buracos"é fun¢ao da temperatura, temos, em primeiro lugar
que calcular essa dependéncia, i.e., temos que calcular a densidade electronica, n.(T), na
banda de condugao e a densidade de "buracos", p,(T'), na banda de valéncia.

E.,topo 1
ne(T) = /E 4B D) gy
E, )
po(T) = /E o ABDYB) |1 (4.81)
E, 1
- /Eu,fundo B Du(B) =gy it 1 1

Para semicondutores nao degenerados, temos, por definicao

E.— Er > kgT
Er —E, > kT

e, por consequéncia, na banda de condugao, temos

1
. ~ ¢~ (E—Er)/ksT
E>Ec e(E—EF)/kBT+1 ~ e F B
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enquanto que na banda de valéncia temos

1
E<E,: ~ e (Br=B)/ksT
" eBp—E)/kpT +1
Esta substituicao da distribui¢ao de Fermi-Dirac pela distribuigao de Boltzmann é essen-
cialmente valida desde que o nivel de Fermi esteja a uma distancia do inicio das bandas
superior a 3kpT'. Os integrais das equagoes 4.81 podem entdo ser reescritos como:

E.,topo

ne(T) :/ dE D (E)e~(E=Er)/ksT

B (4.82)

E,
pU(T) = / dE DU(E')ef(EF*E)/kBT
E,,fundo

factor e E/k8T decresce muito rapidamente acima de E. (e, correspondentemente, o
factor eZ/¥8T decresce muito rapidamente abaixo de E,) de modo que podemos substituir
os limites de integracao "topo da banda de condugao"e "fundo da banda de valéncia"por
infinito.

E usual utilizar as expressoes do modelo do gas de Fermi, com a massa efectiva m* em
vez de mo para D(E). Note-se que nas expressoes das densidades de estados nas bandas
de condugdo, D.(E), e de valéncia, D,(F), se deve substituir respectivamente m* por
my e por m, e em geral my # my. Vem entao, para a densidade de estados,

*\ 3/2
1 2m; 1/2
DC(E) = 272 ( K2 ) (E - Ec) /

1 2m*\ 3/?
DB =5 () ()

(4.83)

Nas expressoes acima utilizamos a forma da densidade de estados da particula livre
com a massa efectiva em substituicao da massa do electrao. m* nao é independente de
FE, mas os factores exponenciais vao cortar os integrais antes desta dependéncia causar

problemas, isto é, longe do fundo das bandas. Complicagoes adicionais podem surgir
agora se tivermos varios vales elipsoidais na banda de condugao. Neste caso, teremos,

m??/2 = [frvales] [(mimim3) /]
a qual resulta, para o silicio, em
m:3/%(Si) =6 (my, m*T2)1/2
e, para o germanio, em

m?3/%(Ge) = 4 (m], m*TQ)l/2
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Se tivermos uma banda de valéncia degenerada (isto é, as bandas dos buracos pesados e
leves tém a mesma energia quando k = 0) vem, para a massa efectiva da densidade de

estados,
*3/2 * 3/2 x 3/2
mi3/? = (mlh 12 4 mi, )

em que m;, e mj, sdo, respectivamente, as massas efectivas para os buracos leves e

buracos pesados.
Integrando as equagoes 7, obtemos, finalmente,
ne(T) = NC(T)ef(chEF)/kBT
1 (2mikpT\"?
4 wh?
po(T) = NU(T)ef(EFva)/kBT
1 (2miksT\"?
4 wh?

Ne(T) =

Ne(T) =

em que N.(T') e N,(T) sdo, respectivamente, as densidades de estados efectivas da banda
de condugao e da banda de valéncia (correspondendo, respectivamente, ao ntamero total
de estados num intervalo kT da banda de condugao e da banda de valéncia). A Fig.4.38.
ilustra as contribuicées da densidade de estados e da fun¢ao de Fermi para o célculo da
densidade de electrdes e buracos num semicondutor intrinseco. E por vezes ttil considerar

A A
E E
.
A Ee
E‘? X =
E
v ? Pv
— —
D(E) n{E)

Figura 4.38: Ilustracao das contribui¢oes da densidade de estados e da fungao
de Fermi para o célculo da densidade de electroes e buracos num semicondutor

intrinseco.

o produto np

T 3
np = (kB ) (m*m:)3/2 e—Eg/kBT — NC(T)NU(T)e—(EC—Ev)/kBT
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Este produto é constante para cada temperatura e é independente da posicao do nivel
de Fermi, desde que o semicondutor nao seja degenerado. Por exemplo, no germéneo a
T =300 K, np = 5.7 x 103®m~% e no silicio a T' = 300 K, np = 2.2 x 1032m 6.

Conhecidas as densidades de transportadores de carga, podemos calcular as condutivi-
ETP
m3 "

dades, se conhecermos as mobilidades, definidas como p. = <= e p, =

*
me

Para calcular a condutividade temos que somar as contribuicoes dos electroes e dos
"buracos"
o=mnepe+pepy,

—E4/2k5T  Uma vez que a mobilidade &,

A condutividade serd portanto proporcional a e
em geral, uma fung¢ao da temperatura da forma p o< T%, o factor exponencial é dominante,

pelo que podemos em geral escrever:

’0 — g e Zo/2ksT

Isto é, contrariamente ao que se passa nos metais, a condutividade dos semicondutores
intrinsecos diminui quando se baixa a temperatura. Fazendo um grafico do logaritmo da
condutividade em funcao de 1/T, podemos obter os valores de o e do hiato. Mais tarde,
introduziremos a dependéncia de m com a temperatura de modo mais quantitativo.

Para semicondutores intrinsecos (isto é, sem impurezas electricamente activas)
n=p=n;
em que n; é a concentragao dos portadores intrinsecos,
n; = \/Ne(T) No(T) e~ Fa/2ksT

O nivel de Fermi para um semicondutor intrinseco pode também ser facilmente calculado:

Ny

1 1
Ep = Ey+~E, + ~kgT1
r tghetgislingr
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COMPLEMENTOS DO CAPITULO 4

4A ESTRUTURA DE BANDAS EM POLIMEROS CONJUGADOS
4A.1 INTRODUCAO

Embora haja alguma controvérsia sobre a aplicabilidade do modelo de bandas de energia
aos polimeros conjugados, ele é de grande utilidade para a compreensao das proprie-
dades desses materiais. O argumento advém do facto de que os polimeros conjugados
sao, em geral, nao perfeitamente cristalinos, e soft, pelo que é preferivel falar apenas de
densidade de estados. No entanto, é possivel calcular bandas de energia, para materiais
amorfos. De facto, a densidade de estados de um material é uma observavel, em geral,
mais acessivel do que as bandas de energia, e para sélidos nao cristalinos, mais segura,
quando se pode medir. De qualquer modo, o conceito generalizado de banda de ener-
gia, como um conjunto de um grande nimero de niveis de energia muito proximos (um
quase continuo), é de grande utilidade e de utilizacdo comum, sobretudo entre os fisicos.
Os quimicos e especialmente os espectroscopistas preferem, em geral, falar de niveis de
energia, sobretudo dos niveis fronteira HOMO e LUMO. Num so6lido, ha sempre bandas,
mais ou menos estreitas, consoante os electroes sejam mais ou menos localizados. No
fundo, é tudo uma questao de linguagem, e usaremos uma linguagem ou outra consoante
seja mais conveniente.

4

D

X 4 Electrons, holes, excitons, phonons
solitons, Cooper pairs, polarons, ...

Figura 4A.1: Representacgao das interacg¢oes em sélidos unidimensionais.

Os polimeros conjugados sao cadeias lineares em que predominam as interacgoes ao longo
das cadeias, designadas na figura 4A.1 por V|, sendo as interacgoes entre cadeias de
menor importancia, despreziveis em muitos casos, e, para efeitos de calculo, consideradas
como perturbagoes. Sao designadas na figura por V. Deste modo, é usual considerar
um polimero conjugado como um sélido unidimensional. No final dos anos de 1960 e
durante os anos de 1970, surgiu todo um conjunto de materiais unidimensionais quer
do tipo cristais moleculares (ou de transferéncia de carga) quer polimeros. Num solido
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estritamente unidimensional as flutuagoes da rede destroem a ordem a longo alcance, e
a Unica maneira, pela qual um extremo de um cristal unidimensional sabe o que se passa
no outro extremo, é pela informacao transmitida directamente ao longo da cadeia. A
uma dimensédo (1D), qualquer flutuagao corta o fluxo de informagao e consequentemente
a ordem. Uma vez que, para T > 0, ha sempre flutuagoes, um sistema 1D nao pode ser
ordenado, a nao ser a T = 0. Este facto torna os sistemas 1D reais interessantes — nunca
sdo estritamente 1D e apresentam muitos tipos de flutuagoes, instabilidades e transi¢oes
de fase.

Antes de descrevermos algumas dessas propriedades para os polimeros conjugados, fare-
mos uma breve introducao ao modelo de bandas aplicado a polimeros conjugados.

4A BANDAS DE ENERGIA EM POLIMEROS CONJUGADOS

Vamos aqui aplicar os conceitos desenvolvidos no capitulo 4, secgao 4.5, sobre o método
das combinagoes lineares, CL, e em particular em 4.5.1 para solidos 1D (equagdes 4.49 e
4.50).

Recorda-se que todos os modelos de calculo de orbitais em moléculas ou bandas de energia
em so6lidos se baseiam na aproximagao do campo médio, os calculos recorrem a métodos
iterativos e feitos para um electrdo (modelos monolectronicos).

O problema do calculo de bandas num so6lido com varios dtomos por célula reduz-se
sempre a diagonalizacao da matriz H de dimensao sN X sN em que s é o numero de
orbitais que se considerem por célula e N é o numero de células no cristal. A matriz H é,
como vimos, redutivel a s X s blocos de sub-matrizes N x IV, e atendendo a que le(j,k =0
para k' # k, podemos escrever:

H(k)ll H(k)12 H(k)le
o | H#® (4A.1)
H(k)" H(k)*

em que k funciona como um parémetro e cada bloco se reduz a uma fungao continua da
forma H,p(k):

N
Hop(k) =Y e'*RiRop,, (4A.2)
J

Os indices « e 3 referem-se as vérias orbitais na célula (o, 6 = 1, 2...s), R; e R; referem-
se as posi¢bes dos atomos a que est@o associadas as orbitais o e 5. Notar que Hypg(k)
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depende apenas das distancias (R; —R;) e da natureza das orbitais. O namero de orbitais
a considerar depende da aproximacdo que se fizer.

Para determinar as bandas de energia, E(k), basta diagonalizar a matriz s x s de ele-
mentos Hyp(k). Obteremos s bandas de energia da forma E, (k) sendo n = 1,2, ...s.
Veremos adiante algumas aplicagoes deste método a polimeros conjugados.

4A.1 Bandas de Energia do Poliacetileno

Em primeiro lugar interessa escolher a base das combinagoes lineares. Como sabemos,
os atomos de carbono estao ligados entre si por uma ligagao o, envolvendo as orbitais
hibridas sp? e uma ligacio m envolvendo a orbital p, que fica com um electrdo. Numa

pz

Figura 4A.2: A esquerda: estrutura do poliacetileno com ligacées simples e duplas
de comprimentos ligeiramente diferentes. A direita: orbitais hibridas sp> e
orbitais p,, que constituem a base das combinagoes lineares para a formacao
das bandas de energia.

visdo ingénua do problema poderiamos ser levados a considerar o poliacetileno, (CH),
com uma unidade CH por célula unitaria. Num céalculo de bandas de energia pelo método
das combinagoes lineares de orbitais atomicas (CLOA) as orbitais o dariam origem a uma
banda o preenchida e as orbitais p, dariam origem a uma banda 7 semi-preenchida, visto
que s6 ha um electrao numa orbital p, por célula. Nestas circunstancias, se a largura
de banda fosse suficientemente grande, como seria de esperar, dada a proximidade dos
atomos de carbono vizinhos, o poliacetileno seria um metal, o que nao é verdade, como
sabemos, embora possa ter condutividades muito elevadas quando dopado?.

No trans-poliacetileno, os comprimentos das ligagoes C—C nao sao exactamente iguais,
pelo que, mesmo ignorando os outros detalhes da estrutura cristalina, podemos considerar
que hé duas unidades CH por célula. A Fig. 4A.3 mostra esquemas das bandas de

1De facto, durante muito tempo pensou-se que o poliacetileno deveria ser um metal, mas quanto mais se
purificava mais isolador ficava. Num feliz acaso de serenedipidade, um estudante do grupo do Professor
Hideki Shirakawa polimerizou o acetileno com mil vezes mais catalizador do que o normalmente usado,
tendo obtido um filme de poliacetileno prateado e condutor. Mais tarde Shirakawa colaborou com Alan J.
Heeger e Alan MacDiarmid e descobriram, em 1976, que a oxidacdo do poliacetileno com iodo resulatava
num aumento da condutividade de 108. Pela descoberta receberam os trés professores, o prémio Nobel
da Quimica no ano 2000. O aluno que fez a descoberta continua um ilustre desconhecido.
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n* E

5 N $2 Po—E e ppaae————ae e
12 eV 1.4 eV T banda de conducao
D(E)
>
v
n < banda de valéncia
G ¥oo-2t >

Figura 4A.3: Esquerda: Estrutura de bandas do poliacetileno, mostrando as
bandas o e o* resultantes da combinacdo das hibridas sp® e as bandas 7 e 7*
resultantes da combinagao das orbitais atomicas p, de cada dtomo de carbono.
Centro: Bandas m e m* em fungao de k. Direita: Densidade de estados relativos
as bandas m e *.

energia e da densidade de estados do poliacetileno. Podem ser calculadas pelo método
das combinagoes lineares de orbitais atémicas, dando bandas do tipo

E =¢e9—2tcoska

Uma vez que ha um electrao por unidade CH e portanto dois electroes por célula, a
banda 7, ou banda de valéncia esta cheia e a banda 7* (banda de condugéo) vazia.

4A.2 Bandas de Energia do PPV

A estrutura de bandas do PPV (poli(p-fenileno vinileno)), pode ser vista como a sobre-
posicdo das estruturas de bandas do benzeno e do etileno (este com bandas localizadas)
— Fig. 4A.4. Atendendo a que ha 8 electroes m por célula, as quatro primeiras bandas
(a ultima das quais é a banda de valéncia) estao preenchidas. O espectro electrénico do
PPV (Fig. 4A.4) pode ser compreendido com a ajuda da estrutura de bandas. Tal como
numa molécula, o espectro electrénico é devido a transicoes entre o estado fundamental
(nivel de energia HOMO ou banda de valéncia) e o primeiro estado excitado (nivel de
energia LUMO ou banda de condugao). No esquema c¢) da Fig. 4A.4, essas transi¢oes
sao verticais, comecando para o valor de energia mais baixa que corresponde a k = 0,—a
distancia na escala de energias entre a banda de valéncia e a banda de condugao para
k = 0 chama-se hiato 6ptico—e estendendo-se, num continuo, até aos valores mais ele-
vados da separacao entre as duas bandas, que no esquema sucede no extremo da zona de
Brillouin.
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6 clectrdes = 6 bandas T
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Figura 4A.4: A estrutura de bandas do PPV pode ser vista como devida as

estruturas do benzeno e do etileno sobrepostas. Em a) mostra-se o mero do
PPV; em b) o benzeno com os seus niveis de energia e a respectiva estrutura de
bandas; em c) a estrutura de bandas do PPV como sobreposi¢ao das estruturas
de bandas do benzeno e do etileno.
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Figura 4A.5: a) Estrutura de bandas do PPV e esquema mostrando o aspecto
geral da transicao em termos de frequéncia (energia) e de comprimento de onda.

b) Espectros experimentais de absor¢ao e de fotoluminescéncia do PPV. Notar

que a fotoluminescéncia ocorre sempre para valores maiores do comprimento de

onda (menores energias).
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4A Breve Nota Sobre a Teoria do Funcional da Densidade

Um dos métodos de célculo da estrutura electronica de atomos, moléculas e s6lidos, com
maior sucesso actualmente, é o do funcional da densidade.

A teoria é baseada na nocdo de que a energia total de um sistema, incluindo todas as
interacgdes (permuta e correlagdo), é um funcional anico da densidade electronica, e que
o minimo desse funcional é a energia do estado fundamental?. O interesse deste método
reside no facto de que, em principio, a funcao de onda para um sistema com N electroes,
que é uma fungao de 4N coordenadas (3N de espaco e N de spin) pode ser substituida
pela densidade electrénica, que é apenas fungao das trés coordenadas de espago.

O problema de N electroes resolve-se, entao, recorrendo a um sistema de equagoes mo-
noelectrénicas autocoerentes — as equacoes de Kohn-Sham?. Estas equacos, idénticas as
equagoes de Hartree-Fock podem ser resolvidas por métodos iterativos semelhantes.

As equagbes de Kohn-Sham sao da forma

fKS Xa = €a Xa (4A.3)

em que o operador de Kohn-Sham f%% desempenha um papel idéntico ao do operador
de Fock, que é o hamiltoniano da teoria de Hartree-Fock. Por analogia, definem-se as
orbitais-spin de Kohn-Sham (ou simplesmente orbitais-spin KS), x4, e as respectivas
energias monoelectronicas, €,. O operador de Kohn-Sham tem a forma

55 =T + Vis(r) (4A.4)

e é a soma da energia cinética® T = —%VQ e de um potencial efectivo, designado por
potencial de Kohn-Sham, Vig, que é um funcional da densidade electronica, p(r), e
assume a forma

Vks [p(r)} = Vext (I’) + VHartree [p(r)] +Vxc [p(I')] (4A5)

Vext(r) € um potencial externo, normalmente, o potencial atractivo entre os electroes e

os nucleos, Vie.
Za
Vet (1) = Vie(1) = = ) TR (4A.6)
A

VHartree € 0 termo relativo a aproximacao de Hartree, ou seja, o campo médio sentido
pelo electrao, devido & interaccao de Coulomb com todos os outros,

/
VHartree = /dT/ |If)(rr)./| (4A7)

2P. Hohenberg and W. Kohn. Phys. Rev. B 76, 6062 (1964).

3W. Kohn and L. J. Sham. Phys. Rev. 140, A1133 (1965).

4No calculo computacional usam-se unidades atémicas, que sdo as usadas nesta seccdo—ver apéndice
respectivo.
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E idéntico ao operador J da teoria de Hartree-Fock, mas agora funcional de p, ou seja,
VHartree = J[p]. Finalmente, Vx ¢ € o termo de permuta-correlagao (exchange-correlation,
ou XC) e contém as contribuigoes de permuta, Vx, e as correlagoes Vo; (Vxo = Vx +
Vo).

E formalmente definido como

0FExc
= 4A.
Vxc 3p (4A.8)

e ¢, naturalmente, o termo mais problematico, havendo (na literatura) mais de uma
centena de funcionais aproximados, por onde escolher. O mais simples é o da densidade
local (local density approximation, LDA), para o qual a energia de permuta-correlagido
FExc, é a energia por unidade de volume do gas de electroes, homogéneo, de densidade
constante p, havendo tabelas de valores calculados pelo método de Monte Carlo. Nao
faremos aqui uma analise mais pormenorizada dos varios potenciais Vx¢ por sair do
ambito do presente texto.

A densidade electronica é definida em termos das orbitais-spin de Kohn-Sham:

osoc

po(r) = pres(r) = Y [xa(r)[? (4A.9)

(recorda-se que o somatorio se estende a todas as orbitais-spin ocupadas, dai o termo
osoc).

As equagbes 4A.3 constituem um sistema de equagoes nado lineares acopladas que de-
pendem da densidade electronica, a qual surge, assim, como uma varidvel fundamental.
Para efeitos de calculo computacional, podemos usar um procedimento, que se inicia por
uma densidade po(r) criteriosamente escolhida e com a qual se calcula um primeiro Vi g.
Esse potencial é introduzido nas equagoes de Kohn-Sham, que, resolvidas, dao as orbi-
tais e as energias. Com as orbitais calcula-se nova densidade p(r), com a qual se calcula
novo Vkg, e assim por diante, até se obter convergéncia. O ciclo autocoerente é dado
por terminado quando é alcangado o critério de convergéncia preestabelecido. Os dois
critérios mais comuns baseiam-se nas diferencas das energias totais ou das densidades
para duas iteragoes sucessivas. Por outras palavras, quando |E(i) — E(i71)| < dg ou
S/ |p®) — pt=Ddr < d, em que E® ¢ p() sao os valores da energia total ou da densidade
para a iteragao ¢, e 0g e §, sao as tolerancias definidas pelo utilizador.

Quando se usa uma base para as orbitais de Kohn Sham (que podem ser fungdes do tipo
Gauss ou Slater, torna-se necessério diagonalizar a matriz FX5 (tal como no método de
Hartree-Fock-Rootham é preciso diagonalizar a matriz F). Nota-se que a minimizagéo da
energia é feita pelo método dos multiplicadores de Lagrange, em que a condigao restritiva,
equivalente & condi¢do de normaliza¢do, ¢ na teoria DFT, [ p(r)dr = N.
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No final, podemos calcular vérias observaveis, a mais importante das quais é a energia
total. A partir da energia total, podem obter-se configuracoes de equilibrio (minimizando
E(R)), energias de ionizagdo, etc.

Na teoria de Konh-Sham, a energia total é dada por expressoes idénticas as da teoria de
Hartree-Fock, mas tendo em conta o operador de Kohn-Sham e o facto de que a variavel
fundamental é a densidade electronica.

Qual o significado das orbitais-spin de Kohn-Sham? Em principio, nao tém significado
fisico. Sao usadas apenas como uma ferramenta, para o calculo da densidade electronica
que é a variavel fundamental da teoria. A sua unica ligagao a realidade é que a soma dos
seus quadrados é igual & densidade electronica real. Note-se que as orbitais da teoria de
Hartree-Fock ainda sao piores—nao tém em conta os efeitos de correlagao, nem dao a
densidade real.

Também nao devemos confundir determinantes de Slater, construidos com orbitais-spin
de KS, com a fungao de onda verdadeira do sistema de N electroes. Na teoria do
funcional da densidade (DFT), ndo existe uma funcdo de onda “exacta” do sistema.
Também as energias €, nao tém significado, pois nao existe nada equivalente ao teorema
de Koopmanns, que relacione as energias das orbitais com os potenciais de ionizagao, a
excepgao de que eax (a energia da HOMO-KS) é igual ao simétrico do primeiro potencial
de ionizagao:

EHOMO—-KS = —IP (4A.10)

4A.1 Bandas de Energia calculadas pela teoria do funcional da densidade (DFT)

Na figura 4A.6 estao representados, respectivamente, os niveis de energia e densidades de
estados, calculados por DFT, para um a seis meros e para uma cadeia infinita de politio-
feno, e na figura 4A.7 estdo representadas as bandas de energia®. Os valores calculados
e experimentais para o parametro de rede a e valor do hiato (gap) sdo respectivamente
a="T771A (exper.: a =775 A); E, =1.10 &V (exp: E, = 1.83 &V, filme: E, = 2.0 eV)).

4A DEFEITOS TOPOLOGICOS —SOLITOES E POLAROES

No poliacetileno ha defeitos, chamados solitoes, que correspondem a orbitais 2p, nao
ligantes, ocupados com um tnico electrao. Estes solitoes neutros separam dois segmen-
tos de poliacetileno com a mesma energia (degenerados) e movem-se ao longo da cadeia

5G. R. Hutchison, Yu-Jun Zhao, B. Delley, A. J. Freeman, M. A. Ratner, and T. J. Marks, "Electronic
structure of conducting polymers: Limitations of oligomer extrapolation approximations and effects of
heteroatoms”, PHYSICAL REVIEW B 68, 035204 (2003)
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Calculated Oligothiophene Eigenvalues
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Figura 4A.6: Niveis de energia calculados por DFT para
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Figura 4A.7: Bandas de energia do politiofeno calculadas por DFT. Neste calculo

o zero foi tomado como o méximo da banda de valéncia.
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(Fig.4A.8), sendo responsaveis pelo transporte de carga (condutividade). O solitdo cor-

. .
Domain A : Domain B
Misfit
(domain wall)
(Soliton)

Bond alternation parameter changing sign
at misfit. resembling a tidal wave (SOLITON)

Figura 4A.8: Solitao neutro, separando dois segmentos com direcgoes opostas da
ligagao dupla alternada.

responde a niveis nao ligantes no meio do hiato que separa as bandas 7 e 7*. Por dopagem
é possivel criar solitoes com carga positiva e negativa, e spin zero, bem como solitdes neu-
tros com spin 1/2 e até com cargas fraccionérias, como se mostra na figura 4A.9. Além

CB CB CB CB
VB VB VB VB
+ . .o
AANAOXNNAN AANANXNNAN Ve Y YN
O=e 0=0 O=-e¢
S5=0 S=1/2 S5=0

Fractional charges in 1D chains
t .

2 solitons. 2 charges 3 solitons. 2 charges
charge per defect=le charge per defect=2/3 ¢

Figura 4A.9: Representagao esquemaética da criacao de um solitao dando varias
combinagoes de carga e spin.

do poliacetileno, também uma das formas de polianilina tem um estado fundamental de-
generado. Os outros polimeros conjugados (incluindo outras formas de poliacetileno) tém
estados fundamentais nao degenerados—nao hé equivaléncia entre duas cadeias com du-
plas ligagoes conjugadas, deslocadas de uma posi¢ao (de —C,,_; = C,—a —C,, = Cp41—
). A diferenciagdo entre as duas direc¢aoes de ligagoes alternadas é exemplificada no es-
quema da figura 4A.10 para o poli(p-fenileno vinileno), (PPV). A criacao de solitoes,
polardes e bipolaroes pode ser seguida de absorpgao éptica.
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O O OO~

Figura 4A.10: Conformagées benzoide (a) e quinoide (b) para um segmento de
poli(p-fenileno vinileno), (PPV). A energia da conformagao quinoide é maior e
portanto menos estavel. Nos polimeros nao degenerados, a adi¢cao ou remogao
de um electrao da origem a um estado ligante e um estado anti-ligante com
deformacao da cadeia, criando polaroes ou bipolaroes.

—o—
Pt
—oo—
Bipolaron
BP*
Figura 4A.11: a) Criagio de um polarao PT num segmento de

poli(tienilenevinileno) (PTV), por remoc¢ao de um electrao, deixando uma carga
positiva e um electrao desemparelhado, que se irao separar por relaxacao da
cadeia. b) Criacao de um bipolardao BP?* por remocao de um segundo elec-
trao, deixando duas cargas positivas. O esquema mostra também as bandas de
energia. Uma vez que o nivel ligante no hiato esta preenchido no estado normal
(sem defeitos topolégicos), s se mostram os buracos.
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4A Propriedades de transporte

No estado puro, os polimeros conjugados sdo semicondutores, (ou isoladores) em con-
sequéncia do hiato entre as bandas de energia m e 7*. A dopagem induz a criacdo
de solitoes ou polardes/bipolardes. Quando as concentragoes de dopantes sao elevadas
formam-se bandas de solitdes, como no caso do poliacetileno, e bandas de polardes/bipo-
lardes, nos polimeros conjugados nao degenrados, podendo surgir condutividades eleva-
das, como no caso do PEDOT/PSS (Poli(3,4-etilenedioxitiofeno) poli(stirenosulfonato).
O estado metélico, propriamente dito, s6 foi ainda observado na polianilina com valores
de condutividade que atingem os 1300 S cm™!
fungao da temperatura positiva (dp/dT > 0) até temperaturas da ordem dos 5 K.

com uma derivada da resistividade em

Os polimeros conjugados com condutividades elevadas tém sido descritos como metais
desordenados na proximidade da transicao metal-isolador. Tém uma densidade de esta-
dos finita junto do nivel de Fermi, como se pode concluir da observacao de susceptilidade
magnética do tipo Pauli, caracteristica dos metais, bem como uma componente linear
na dependéncia com a temperatura do poder termoeléctrico e do calor especifico. No
entanto, a condutividade d.c. (corrente directa) é termicamente activada (assistida por
fondes), que decresce a medida que se baixa a temperatura, ou, na melhor das hipoteses,
com um minimo abaixo da temperatura ambiente.

4A  Propriedades Opticas

As propriedades 6pticas dos polimeros conjugados, como a electroluminescéncia e proprie-
dades Opticas ndo-lineares sdo de grande interesse para muitas aplicagoes. A luminescéncia—
decaimento radiativo de um estado excitado—pode ser induzido por foto-excitac¢ao (fo-
toluminescéncia), ou por excitagdo eléctrica (electroluminescéncia) como se mostra na
figura 4A.12. O paradigma dos polimeros electroluminescentesé o poli(p-fenileno vini-
leno), PPV, o primeiro polimero conjugado em que foi abservada electroluminescéncia no
inicio da década de 1990. A semelhanca do espectro de emissao obtido por fotoexcitagao
e por excitacao eléctrica tém sido usadas como prova de que o estado excitado criado
criado pelos dois processos é o mesmo. Nem todos os polimeros conjugados sao lumi-
nescentes. Isso depende da relagao de simetria entre o estado fundamental e o estado
excitado—a transi¢ao pode ser proibida. O poliacetileno e o poli(tienileno vinileno),
(PTV), sdo exemplos de polimeros conjugados ndo luminescentes. A investigacido em
curso pelos fisicos e quimicos visa o desenvolvimento de polimeros que emitam eficiente-
mente ndo apenas no espectro visivel mas também no ultravioleta e no infravermelho, o
que é possivel mediante engenharia do hiato entre a HOMO e da LUMO. Um caso tipico
é o poli(p-fenileno vinileno), PPV. Na forma conjugada, este polimero é insolivel e nio
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Catode
0L
_ N
LUMO A
hv —> hv* —> hv'| <«— Anode
HOMO O O O /®
e-
Fotoexcitation Exciton (-) Polaron Exciton (+) Polaron
Electron-hole pair Electron-hole pair
Photon emission Photon emission

a) Fotoluminescence b) Electroluminescence

Figura 4A.12: Tlustragao dos processos da fotoluminescéncia (PL) e da electrolu-
minescéncia (EL). a) Na fotoluminescéncia, um electrao, inicialmente na HOMO
(Highest Occupied Molecular Orbital) é excitado até & LUMO (Lowest Unoccu-
pied Molecular Orbital) com absorpg¢ao de um fotao hv e cria um par electrao-
buraco também chamado excitao que devido a um processo de relaxacao da
cadeia se desloca para o interior do hiato onde o electrao e o buraco se re-
combinam emitindo um novo fotdao hv'. b) Na electroluminescéncia, o excitao
é criado pela combinagdo de um electrao (polardo negativo) com um buraco
(polarao positivo), que séo injectados no polimero a partir dos eléctrodos .

funde, o que é bom para a estabilidade, mas mau para o processamento. Ambos estes
problemas podem ser ultrapassados por modificagoes quimicas. Também ja foi observada
ac¢ao laser em polimeros conjugados por excitagao foténica no PPV e noutros polimeros
luminescentes, havendo um grande esfor¢o para obter accao laser por excitagao eléctrica.

4A  Aplicagbes

Apesar do grande entusiasmo no inicio dos anos de 1970, relativamente as potencialidades
tecnologicas dos polimeros conjugados, s6 passados cerca de vinte anos, na década de
1990, algumas dessas potencialidades comegaram a concretizar-se. A combinacao das
propriedades electronicas e/ou 6pticas com as possibilidades de processamento em solugao
é um dos aspectos dominantes do esforgo de 1&D.

H4 presentemente trés tipos de aplicagoes: dispositivos emissores de luz (OLED) para
displays e iluminagao, transistores de efeito de campo de filme fino (OTFT) para circuitos
integrados e células solares fotovoltaicas (OPV). Ha também aplicagbes em sensores e
actuadores de varios tipos.

Uma das aplicacoes que se afigura de grande impacto, particularmente na Asia é em
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displays para telemoveis, televisao e computadores portateis. E interessante notar que
a investigacao basica mais relevante tem sido feita na FEuropa e nos Estados Unidos da
Ameérica do Norte, mas é na Asia que comegam a aparecer produtos comerciais.

A baixa mobilidade é um dos pardmetros que mais limitam a gama de aplicacoes. De
facto, os polimeros conjugados tém mobilidades da ordem de 1 cm?/Vs. As moléculas con-
jugadas pequenas, como o pentaceno, que é usado em transistores de efeito de campo, tem
mobilidades na gama de 107° to 10~ cm?/Vs. E claro que esta mobilidade é muito mais
baixa do que a do silicio cristalino (103cm?/Vs), mas as mobilidades em semicondutores
orgénicos, tanto em moléculas, como em polimeros, sdo comparéveis as do silicio amorfo.
Se considerarmos o desempenho e a mobilidade versus custo, podemos por o silicio cris-
talino no topo, mas uma fabrica de semicondutores (fab) representa um investimento da
ordem de mil e quinhentos milhoes de euros, para produzir circuitos integrados de alto
desempenho, como processadores para computadores, a cerca de 2 euros por centimetro
quadrado. Uma fabrica para produzir circuitos a base de semicondutores orgénicos é um
investimento da ordem de vinte e trés milhdes de euros, para chips de plastico na gama
de dois céntimos por centimetro quadrado, que é uma ordem de grandeza mais baixa do
que a baseada em transistores de silicio amorfo (0.2 euro/cm?).

A primeira geragdo de electronica organica esta (em 2009) a caminhar para a indus-
trializacao e comercializacao, e uma segunda geracao esta no processo de concepgao e
desenvolvimento. Estao identificadas as seguintes gamas de aplicagoes: etiquetas de ra-
diofrequéncia para identificacdo (RFID) ou codigo de barras electronico, matrizes activas
de transistores de filme fino para displays, indicadores, cartoes inteligentes, sensores,
actuadores e fontes de alimentagao como baterias e células fotovoltaicas de plastico.

As principais tecnologias de processamento incluem a evaporagao térmica, processamento
em solugao, impressao por jacto de tinta, estampagem, e impressao em rotativas. Embora
muitas das tecnologias sejam dirigidas a producao de electronica de grande area, e detalhe
& escala do micron, é possivel produzir padroes & escala nanométrica.

174



EXCITACOES ELEMENTARES



Pagina 176 (propositadamente em branco).

Pagina 176 (propositadamente em branco).



EXCITACOES ELEMENTARES

5.1 INTRODUCAO

Um dos conceitos que mais se tem afirmado como unificador de uma teoria do estado
solido é o conceito de excitacoes elementares. Vejamos em que consistem.

Como ja deve ser claro do estudo que fizemos dos electrées, quando estudamos um sélido,
ele estd num estado excitado. A energia de excitacao pode ser térmica, pode ser imposta
do exterior, ou pode resultar de perturbagoes na estrutura da rede cristalina. Essa energia
pode ser absorvida pelos electroes de valéncia ou pela rede. Pode aparecer como energia
cinética dos atomos, ou pode surgir de interacgoes magnéticas.

Se pensarmos na rede cristalina, podemos tomar como estado fundamental o cristal com
os atomos nas suas posi¢oes de equilibrio. A excitacdo térmica provoca movimentos
vibracionais dos 4tomos em torno das posi¢oes de equilibrio, que podem, em primeira
aproximagao ser descritos como osciladores harmoénicos. Um sélido com N iGes (ou ato-
mos) tem 3N — 6 graus de liberdade vibracionais que em coordenadas normais constituem
os modos normais de vibragao. Numa descrigao quantica, a energia vibracional do s6lido
é descrita em termos de quanta vibracionais a que chamamos fonodes. Os fonoes sao
um exemplo de excitagbes elementares. Sao equivalentes aos fotdes, que sao osciladores
quantizados da radiagao ou excitacoes elementares do campo electromagnético.

Os fondes sao excitagoes colectivas, na medida em que todos os atomos estao, em prin-
cipio, envolvidos colectivamente nesses movimentos vibracionais.

As interacgoes colectivas num sistema de muitas particulas pode ser bastante simplificado
do ponto de vista formal. Por exemplo, uma particula carregada que se mova no seio
de um gas de particulas semelhantes, vai desviar as outras particulas da sua trajectoria.
Esta situagao pode ser formalmente descrita por um modelo em que nao existem interac-
¢oes. Basta que consideremos que a particula é acompanhada de uma nuvem de cargas
de sinal oposto. A interacgdo, ou, por outras palavras, o efeito das outras particulas é
substituido pela inércia do conjunto particula-nuvem que a particula transporta consigo.
Substui-se, assim, um sistema de particulas em interacgao por um sistema equivalente
de particulas sem interac¢oes. A dindmica das particulas originais é substituida pela di-
namica, diferente e mais simples, destas novas quase-particulas. As quase-particulas sdo
outro exemplo de excitagoes elementares. Podemos, por exemplo, como veremos, descre-
ver excitagdes colectivas do gas de electroes em interacgdo, como plasmdes (excitagdes
do plasma), ou excitagoes de um sistema de spins como magnaes.

O proprio conceito de massa efectiva (dos electres), que ja abordamos, corresponde a
substitui¢ao de electroes de massa m, por quase-electroes de massa m*. Este conceito
permite-nos conceber entidades como electroes de Bloch (num potencial periodico), que
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discutimos anteriormente, ou electroes de Hartree-Fock que sao electroes cujo comporta-
mento é descrito na aproximacao de Hartree-Fock.

Neste capitulo vamos estudar algumas das excitagoes elementares mais comuns nos soli-
dos, e comegaremos pelos fondes, que resultam das interacgoes atomo-atomo.
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5.2 INTERACCOES ATOMO-ATOMO: FONOES

O movimento oscilatorio dos atomos da rede cristalina é determinante de muitas das
propriedades dos sélidos, nomeadamente, do calor especifico, da velocidade do som, da
elasticidade e da compressibilidade. As forgas a que os atomos da rede estao sujeitos
dependem do tipo de ligagao quimica. Numa primeira aproximacao vamos admitir que
as forcas de ligagao sao forgas de restituicdo, como as que encontramos no oscilador
harmoénico.

Comegaremos por escrever as equagoes classicas do movimento dos atomos do soélido.
Num s6lido com N células primitivas, tendo cada uma r 4tomos, havera 3rN — 6 graus
de liberdade vibracionais. Uma vez que N é grande, podemos admitir que sao 3rN. Te-
remos entao que resolver um sistema com esse nimero de equagoes. Numa primeira fase,
podemos usar coordenadas normais, para as quais se podem definir os modos normais de
vibracao, diagonalizando a matriz das constantes de forca. Para uma visualizacao das
coordenadas normais, veja-se a figura 5.1 que representa os modos normais de vibracao
para um sistema de 3 massas nao colineares. A simetria translacional da rede permite-

Q1 Q2 Q3

Figura 5.1: Modos normais de vibracao para um sistema de 3 massas nao coline-
ares. As setas indicam as direc¢oes dos movimentos de cada massa. Os Q, que
representam os movimentos colectivos do sistema, sao as coordenadas normais
que diagonalizam a matriz 3 x 3 das constantes de forga.

nos, tal como no caso dos electroes de Bloch, reduzir o sistema de 3rN equagdes a um
sistema de 3r equagbes, definido-se um vector de onda, q, com N valores na zona de
Brillouin.

Uma vibragao da rede pode ser especificada descrevendo, para cada atomo do cristal, o
deslocamento em relagdo & posi¢ao de equilibrio, em fungéao do tempo. Se a cada atomo
atribuirmos um nimero %, este conjunto de deslocamentos pode ser designado por u;(t).

Num modo normal de vibragao, a variacao temporal é sinusoidal e tem a mesma frequén-
cia para todos os atomos. E portanto possivel especificar estes deslocamentos como a
w

parte real de u;e™** onde w é a frequéncia angular do modo normal (w = 27v) e u; é
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independente do tempo. As magnitudes das componentes de u; dao as amplitude dos
deslocamentos do atomo i e a fase do movimento (u; pode ser complexo).

Aplicando as condig¢bes-fronteira periddicas ao cristal pode mostrar-se, por argumentos de
simetria (ou célculo directo), de modo analogo ao que fizemos para os estados electronicos,
que cada modo normal pode ser construido de modo que o vector de onda q para esse
modo relaciona o movimento de todos os &tomos equivalentes por translagao de um vector
da rede: isto &, se um 4tomo em R; no cristal nao distorcido tiver um ambiente idéntico

(R;—R;)

a um atomo idéntico em R;, entdo u; = ue'd , com o mesmo q para todos os

pares.

A descrigdo quantica permite-nos quantificar as oscilagoes colectivas ou fondes.

5.2.1 CRISTAL HARMONICO CLASSICO

Recorde-se que no oscilador classico, concretizado por uma massa M ligada
por uma mola a um ponto fixo, a frequéncia das oscilagoes é w = 27y = \/% ,
em que w é a frequéncia angular (em radianos), v é a frequéncia em sl Kéa
constante de forga, tal que F = —Kx, sendo = o deslocamento relativamente
a posigao de equilibrio. A energia cinética é, naturalmente, %M v2, e a energia
potencial é 1 Kz? ou 3w?Mz?, sendo F = —VV. Isto permite-nos escrever o

2
hamiltoniano classico como H = £ + %wQMzz.

Se fornecermos energia térmica a um so6lido cristalino, esta energia sera rapidamente
dissipada por toda a rede, através da interac¢do mutua entre os Atomos. As excitagoes
locais levam portanto a vibracées colectivas da rede de atomos. No que se segue, a energia
potencial da rede de 4tomos é expandida numa série de poténcias do desvio instantaneo
em relagdo a posigdo de equilibrio e apenas o primeiro termo nao nulo (harmoénico) é
considerado. Esta é a aprorimacao harmdnica. Com esta aproximagao, o hamiltoniano
da rede de atomos pode ser escrito como uma soma de termos independentes com a forma
de hamiltonianos de osciladores harmoénicos. Esta é a base da quantizacao, e com ela,
da descricao das vibragoes da rede cristalina como um gas de fondes nao interactivo. A
inclusao de termos anharmoénicos de ordem superior implica uma interacgcao entre fonaes.

Seja N, o ntmero de células de Wigner-Seitz no volume do cristal e suponhamos a posigao
de equilibrio dos atomos dada por

R),=R) +b, (5.1)

onde m é o indice da célula (ou né da rede) (1,2,..m...,N) e o é o indice do 4tomo da
base, na célula primitiva (1,2, ...0...,7). Seja o deslocamento instantaneo do atomo m,
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na direccdo j (z, y ou z) dado pela componente u,,,;(t) do vector deslocamento, u(t),
relativamente a posicao de equilibrio, ngj:

Umaj = (Rmo — Rino) ; (5.2)

Para abreviar a notagao, podemos escrever « = moj. Na aproximagao harmoénica fare-
mos, mais adiante:
Uy = ue'TTe ! (5.3)

Consideremos o problema classico. O Hamiltoniano classico é dado pela soma da energia
cinética de todos os atomos e da sua energia de interac¢ao. A energia cinética é dada por

M, .

onde M, é a massa do a&tomo o da base. Para o termo de energia potencial precisariamos
de definir as forcas interatémicas. Mas podemos assumir, com generalidade, que existe
uma funcdo V(R) a qual exprime a energia potencial do cristal inteiro em termos das
posigoes de todos os atomos. Se expandirmos a energia potencial numa série de poténcias
do deslocamento u,,

1 02V
2 2= ORoOR.

ov

0

VR)=V(R")+ ) ﬁ’f“’ U + o Uallar + . (5.5)
[eg

O termo constante na expansao é a energia potencial da rede em equilibrio e ndo contribui

para a sua dindmica. Uma vez que estamos a expandir em torno da posicao de equilibrio, o

termo linear em u,, desaparece. O terceiro termo é quadratico no deslocamento (chamado

termo harmdnico) e tem a forma

1 oV

1
=S e = 2 Y ®(ad) ugua .
2 2 5R..0 aluu 5 () ugu (5.6)

aa’

em que a matriz ®(a’«) é a matriz de interacgao (matriz das constantes de forga) e
tem 3rN linhas e 3rN colunas. Nesta aproximagao, terminamos a expansao com este
primeiro termo nao nulo.

Podemos entéo escrever a equagao do movimento, atendendo a que F = —VV = —9V/0u,:
ov
Myt = TP = Zq)(ao/) Ug (5.7)

Podemos escrever uma equagao do movimento (expressao 5.7) para cada componente
cartesiana do vector posigao para cada dtomo da base da célula unitéria.
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Caso de um Atomo por Célula Primtiva

Para melhor ver o problema, podemos, para simplificar, comegar por considerar uma
rede unidimensional com um s6 atomo por célula, com parametro de rede a (Fig. 5.2). A

[T | R 1
n-1 n n+l
———— - » e
L] Wy Wpeq

Figura 5.2: Rede unidimensional com um atomo por célula e parametro de rede
a. Os vectores u representam os desvios as posigoes de equilibrio.

forgca que actua sobre o &tomo n é, tomando s6 uma constante de forga, K, entre &tomos
vizinhos,

Fn =-K [(un - unJrl) + (un - unfl)] =-K (2un — Up41 — unfl)
Atendendo a que o parAmetro de rede é a, e & forma de u,, (expressao 5.3):
u, = uent gmt (5.8)

Podemos entao escrever, sucessivamente,

Md?
Mauy =F,
dt?
~Mw?=-K (2 —efae e_iq“) (cortando factores comuns)

— Mw? = 2K (cosqa — 1)

4K 1 1
w? = —— sen? (qa> (atendendo a que 1 — cosz = 2sen > <2:z:>

M 2
w(q) = 2\/5 sen (;qa>‘ (5.9)

Nesta expressao, w(q) representa a dispersdo das frequéncias em fungdo do vector de
onda q (Fig.5.3a). Note-se que, a uma dimensao,

ficando

q=d4z =¢q
2 11 iN
= —MmMm m = cees -
q Na ’ 2
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a) b)
o(q) LA
TA
TA
0 m/a 0 m/a

Figura 5.3: Curvas de dispersao para uma cadeia linear de dtomos com um
atomo por célula, considerando apenas as interacgoes entre os vizinhos mais
proximos. a) Considerando apenas os deslocamentos dos dtomos ao longo da
cadeia. b) Considerando também os deslocamentos dos atomos perpendicular-

mente a cadeia—modos actisticos longitudinal e transversais. Note-se que w
é linear para pequenos valores de q, e que dw/dq é nulo nos limites de zona

(q = +n/a).

Convém discutir agora quais os valores que cada ¢ pode tomar. Se considerarmos con-
digoes fronteira periddicas, obtemos, imediatamente, para a cadeia linear, ¢ = mm/Na,
em que m é inteiro. Da simetria translacional da rede de dtomos, resulta que apenas os
valores de ¢ situados dentro da primeira zona de Brillouin dao origem a solugoes distintas.
Ha exactamente N solugoes distintas, que correspondem aos N valores permitidos para
q na zona de Brillouin. Isto é consistente com os N graus de liberdade da rede original
(um atomo por célula numa cadeia).

Cada ramo tem NN estados, sendo N o ntumero de d&tomos na rede unidimensional.

Na expressao 5.9 e na figura 5.3 a) consideramos apenas a situagao em que os desloca-
mentos dos atomos eram ao longo da cadeia, (eixo x) sendo também as ondas de som,
ou vibragoes da rede, segundo x. Mas a equagao 5.9 aplica-se também & situacao em que
hé deslocamentos dos 4tomos perpendicularmente a cadeia, isto é, segundo y e z, para a
onda que se propaga segundo z. As vibragoes ao longo da cadeia dizem-se longitudinais
e as vibragoes perpendiculares & cadeia dizem-se transversais (Fig. 5.3 b)).

Atendendo a que 5.9 diz respeito as ondas que se propagam segundo uma das coordenadas
cartesianas, pode concluir-se que no caso geral de um soélido a trés dimensoes, ha 3r
ramos da fungdo de dispersao w(q): um ramo longitudinal (vibragdes que se propagam
na mesma direc¢ao dos deslocamentos dos atmos) e dois ramos transversais (vibragoes
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que se propagam perpendicularmente aos deslocamentos dos dtomos), ver figuras 5.3 b)
ebd.

Na figura Fig.5.4) representam-se os deslocamentos dos atomos de uma cadeia linear. A

lll u, us Uy Us Ug
LA

(longitudinal actstico)
1 @ TA
- b ¢ 1

transversal actstico)

9— TA
—o~ ‘/ o~ © e (transversal acustico)

Direccéo de propagacdo da onda ——~
q
Figura 5.4: Representagao esquemética dos desvios as posi¢oes de equilibrio numa
rede unidimensional, para uma onda que se propaga para a direita. No modo
longitudinal, os desvios sao na direc¢ao de propagacao. Nos dois modos trans-
versais, os desvios sao perpendiculares 4 direc¢ao de propagacgao.

proporcionalidade (quando ga << 1) entre a frequéncia e o nimero de onda, w/q = v,
corresponde & bem conhecida propriedade de ondas elasticas num continuo. Para valores
elevados de ¢, no entanto, a velocidade da onda, v, ndo é constante e, quando ¢ = 7/a,
i.e., quando o comprimento de onda é igual a 2a, w é tangente & horizontal e a onda é
reflectida.

A velocidade do som é dada pela velocidade do grupo de ondas,

ow

e é para baixas frequéncias (som), Vg & wq, a tangente a curva, na origem.
Caso de Dois Atomos por Célula Primitiva

Consideremos agora o caso mais complicado de uma cadeia linear de atomos com o
mesmo espagamento, e constante de forga, K, que anteriormente, mas com duas massas
diferentes, M; > Ms, alternadamente, como se pode ver no esquema da figura 5.5. As
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r 2a 1
M; M,
- o o) -0-=--
2n-1 2n 2n+1 2n+2

Figura 5.5: Rede unidimensional com dois 4tomos de massas M7 e Ms, por célula
e parametro de rede 2a. Para simplicidade consideraremos que s6 existe uma
constante de forca, K.

equacoes do movimento sao agora:

d? U2n+1
My =25 = K (2uznst = tanso — an)
(5.11)
d*u
M, dt;n = —K (2u2n — U2nt1 — U2n-1)
Substituindo (5.8) em (5.11), vem
—w?Mjuy = Kus (eiq“ — e‘iq“) —2Ku,
—w?Mous = Kuy (eiqa —e 1% — 2 Kuy
ou
(2K — WM, )u1 — (2K cosqa) ug =0
(2K cosqa)ul — (—2K — w2M2) us =0
cujas solugoes sao dadas pela equagao:
2K —w?M, —2Kcosqa —0
—2Kcosga 2K —w?M,
ou seja,
1/2
1 1 1 1\*> 4sen2qa
2
=K|—+—|tK||[—+1— | ——— 5.12
? <M1 +M2) <M1+ Mz) MM, (5.12)

A partir de (5.12) podemos tragar as curvas de dispersdo w(q). Ha duas solugoes (des-
prezando as solugdes w < 0). O tragado de w(q) pode fazer-se, atribuindo valores a ¢ na
zona de Brillouin e calculando (5.12).

Vejamos os casos ¢ = 0 e ¢ = 7/2a, para definir os limites de w(q).
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Paraq:O,vemwzzK( L +ﬁ2
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n
w0,>\1 = O
. L \1Y/2 (5.13)
wWo,x, = [2K (E + E)}
Para ¢ = 7/2a, teremos, supondo M; > Mo,
_ 2K
Wr/2a,0 = M, (5 14)
_ /2K ’
w7r/2a,)\2 = My

Surgem assim dois ramos longitudinais—um actstico e outro 6ptico, e naturalmente

I 1 12
IR I

2K
M2

\/T_K
M

M > M,

0 q 2a

Figura 5.6: Rede unidimensional com dois 4tomos de massas My e M, por célula
e pardmetro de rede 2a. Para simplicidade consideraremos que sé existe uma
constante de forga, K.

havera outros dois ramos transversais actisticos e dois transversais 6pticos.

E claro que as situacoes reais sdo mais complicadas, mas as linhas gerais sao as mesmas,
podendo sempre os ramos das curvas w(q) ser descritos separadamente para as trés com-
ponentes cartesianas. A titulo de exemplo, mostram-se, na Fig.5.7, os modos vibracionais
do cloreto de sodio, que é um solido iénico com dois ides por célula primitiva (Na® e
Cl7). Para g perto de 0 (i.e., oscilagoes de comprimento de onda muito elevado), no
modo acustico, os deslocamentos dos dois atomos da base efectuam-se na mesma direc-
¢ao, correspondendo ao movimento duma entidade com massa M = M; + M», (Fig.5.8a).
A dinamica é dominada pela interacgao intercelular. No modo 6ptico, (Fig.5.8b), os des-
locamentos dos atomos da base efectuam-se em sentidos opostos. Os i0es em cada célula
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Figura 5.7: Modos vibracionais ou espectro de fonoes do cloreto de sédio. Neste
caso, foram também tomadas em conta as forgas electrostaticas, o que implica
utilizar, além das equacoes 5.7, as equagoes de Maxwell. O modo assinalado na
figura por "luz”, é o modo relativo a propagacao da luz no sélido.

q
— >
a)
Modo actstico
q
b) Modo 6ptico

Figura 5.8: Posi¢oes extremas dos dois ides de uma célula (p. ex. NaCl) no
caso de um dos modos transversais optico e actistico. No modo actistico, os ioes
movem-se em fase. No modo 6ptico os i6es movem-se em sentidos opostos.
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primitiva efectuam o que é essencialmente uma vibragao molecular, alargada a uma banda
de frequéncias devido a interacgoes intercelulares.

Para ¢ = 7/2a, (Fig.5.9), os atomos da base de um dado tipo (M7 ou Ms) estdo nos
nodos de vibragoes de comprimento de onda 4a. No modo aciistico, os 4tomos pesados
movem-se, enquanto os leves estao parados, enquanto que no 6ptico passa-se o contrario.

e oo el oo oot Modo actistico para q=1v/2a

M; My Nat e C1- em fase

el el rerereeeeeeeeeleemme Modo Gptico para q=11/2a

Atomos vibram uns contra os

Célula primitiva outros. Hd uma polarizagio e a
onda ¢ polarizada.

[100]

Figura 5.9: Desvios dos dois i6es de uma célula (p. ex. CINa) no caso dos modos
longitudinais 6ptico e actistico par ¢ = 2w /a, ao longo da direc¢ao [100]. No
modo actstico, os i0es movem-se em fase. No modo éptico os ioes movem-se em
sentidos opostos.

Em geral, no caso de haver r atomos por célula unitaria, havera 3 ramos actusticos e 3(r —
1) ramos 6pticos. Para pequenas amplitudes de vibragdo, cada vibragao tridimensional
de uma cadeia de atomos pode ser decomposta em trés componentes independentes, um
modo longitudinal e dois transversais. As duas vibragoes transversais tém lugar ao longo

de dois planos perpendiculares cuja linha de interseccao é a posicao de equilibrio da
cadeia.

E instrutivo considerar a transi¢do entre a cadeia monoatéomica (Fig. 5.3) e a cadeia
diatomica (Fig. 5.6). Suponhamos que tinhamos comegado com uma célula unitaria com
dois &tomos no primeiro caso, e que ignoramos o facto de que as massas eram idénticas. E
facil mostrar que os modos 6pticos e actisticos se encontram para ¢ = 7/2a. Comparando
as figuras, aparentemente duplicaAmos o niimero de modos vibracionais. No entanto, como
duplicaimos o comprimento da célula unitaria (de a para 2a), diminuimos para metade
o tamanho da zona de Brillouin. O efeito de alterar as massas de atomos alternados na
cadeia diatomica foi o de introduzir novas fronteiras da zona em +m/2a. Neste caso, a
frequéncia ja nao é continua através desta fronteira de zona e aparece um hiato.

Os ramos de mais baixas energias, com origem em ¢ = 0 corresponde, em geral, &
propagacao de sons e por isso se chamam, ramos aciusticos, enquanto que os ramos que,
como, no caso da figura 5.3b), ndo tém baixas frequéncias, correspondem a ramos dpticos.
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Note-se, no entanto, que estes nomes nao devem ser tomados & letra.

Notemos ainda que hw é uma energia e q um vector do espago reciproco, que no caso
unidimensional s6 tem uma componente gq. A fungdo w(q), ou para o caso geral a trés
dimensoes, w(q) tem portanto o mesmo significado para as vibragoes da rede que tinha
a fungdo F(k) para os electrées numa rede periddica. Podemos portanto adoptar os
conceitos consequentes de F(k) para o caso das vibragoes da rede.

1. As fungbes w(q) sado periddicas no espago reciproco q, pelo que s6 precisamos
considerar uma zona de Brillouin, cuja forma é dada pelo grupo de simetria pontual
do cristal.

2. O conjunto dos valores de q é finito em resultado das condig¢oes aos limites impostas
no cristal. Se o cristal tiver NV células primitivas, havera N valores de q na zona de
Brillouin. Uma vez que hé trés graus de liberdade por atomo, havera 3r N graus
de liberdade internos ao cristal (atendendo a que N é grande, 3rN — 6 = 3rN), ou
seja, 3rN frequéncias w(q).

3. w(q) sdo fungdes analiticas de q na zona de Brillouin, no mesmo sentido em que
E(k) sao analiticas. Contudo, enquanto que pode haver qualquer numero de curvas
E(k), w(q) tem 3r ramos (r = namero de atomos por célula). Na figura 5.10
mostram-se as curvas de dispersao de fonoes para o silicio.

80

Si

B [+
o =3
T T

PHONON ENERGY ( meV )
8
5

Figura 5.10: Curvas de dispersao de fonoes para o silicio. Note-se que o silicio
tem 2 dtomos por célula e portanto terd 3 X 2 = 6 ramos: um longitudinal e
dois transversais acusticos, um longitudial e dois transversais 6pticos.
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5.2.2 COORDENADAS NORMAIS. FONOES

De acordo com as expressoes (5.4), (5.5) e (5.6), o hamiltoniano para as vibragoes da

rede cristalina tem a formal:

M, . 1
H= Z - w2 + 3 Z P/ Q)uqta (5.15)

aa’

em que @ = moj; m= indice da célula unitaria no cristal, ou n6 da rede (1,2, ...m, ..., N),
o = atomo da base (1,2, ...,0,...,r) em cada célula unitaria; j = x,y, 2.

Uma vez que estamos a procura de solugoes periédicas no tempo, podemos fazer, absor-
vendo a massa em uq(t),

Uq(t) = Uy €™ (5.16)

e as equagoes do movimento? (ver 5.7) sdao entdo da forma

P
2ug = ) D(a'a) ugr, (D = ) 5.17
wu %/: (d'a)u T (5.17)

em que D(aa’) é o elemento matricial de indices o, a’. A expressdo 5.17 é uma equagao
de valores proprios para a matriz simétrica, D, de componentes D(aa’) com 3rN valores
proprios® wi. As componentes dos vectores proprios u, de (5.17), sdo correspondente-
mente caracterizados pelo indice A, uy, i.e., para cada w)y existem 3rN wuy. Os vectores
proprios u sao chamados modos normais de vibragcio. Os wy s6 podem ser reais ou ima-
ginarios puros. Esta tultima possibilidade pode ser eliminada uma vez que a expressao
5.16 com valores imaginérios levaria a obtengao de u) que aumentariam ou diminuiriam
continuamente com o tempo.

Invocando a simetria translacional da rede, ® (ou D) ndo podem depender dos indices
m’ e m da célula, separadamente, mas apenas da sua diferenca m — m/:

d)m’o’j/,maj = ¢o’j’,oj(m/ - m) (518)

€ se escrevermos
Umej = Coj e'a-Rm (5.19)

2
1Equivalente a H = Pvda %wQM:cQ.
2Forga = massaXaceleragao.

3Em linguagem matricial, podemos escrever a equagio (5.17) sob a forma: w?

u = Du em que u tem
3rN componentes uq = Umo; Na base cartesiana, (z,y,z) e uy na base que diagonaliza a matriz D
(de dimenséo 3rN x 3rN). Notar que as componentes u) sdo vectores na base (z,y, z), (coordenadas
cartesianas).
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obtemos

1 i -
W ai = 3| D0 Gotits (! —m) B Ry (5.20)

o./j/

ou seja, uma vez que o somatorio em m’ pode ser transformado num somatoério em m’ —m

Weoj =Y Dorjroj(Q) Corje (5.21)

O"j/

A periodicidade da rede permitiu a reducdo do sistema de 3rN equagdes (expressao
5.17) a um sistema de 37 equagoes (expressao 5.21)%. Este sistema tem apenas 3r valores
proprios, isto é, 3r valores de wy. No entanto, estes wy sao fungoes do vector de onda
q, w =wx(q), A =1,...,3r. Para cada wy, (5.21) tem uma solucdo c,(q). Estas solucoes
(vectores proprios) podem ser definidas a menos de um factor comum que pode ser
escolhido por forma a que os vectores base, €5(q), sejam normalizados e ortogonais entre
si:

ca(a) = Qa(a)exr(a) (5.22)

Os @Qx(q) sdo as coordenadas normais e os £)(q) definem as 3r direcgoes de polarizagao.
O indice X rotula, assim, cada vector préprio correspondente a cada w.

Para os deslocamentos u,,, (t), relativos a cada atomo do cristal, de componentes cartesi-
anas U (t) temos entao, como solugdes particulares das equagbes de movimento (5.7),
recorrendo a (5.22), (5.19) e (5.16)

1 3 —iw
ulM (a,t) = VL Qx(q) eV (q) e'l@Bmiwt) (5.23)

a partir das quais podemos construir solugoes gerais.
Fazemos agora a substituicao em (5.15) de uma combinacao linear dos u%},(q, t), de
componentes cartesianas

Umoj(t) = \/%MJ %q: Qx(a,1) 59]')@1) e'aRm (5.24)

4Em linguagem matricial, podemos também escrever a equagéo (5.21) sob a forma:
w?c(q) = D(q) c(q)

em que c(q) tem 3r componentes cy(q) na base que diagonaliza a matriz D(q), de dimens&o 3r X 3r e

q assume N valores (na zona de Brillouin). As 3r componentes ¢y (q) s&o vectores na base (z,y, z) (em

coordenadas cartesianas), i.e., ex(a) = 3, ; cg);) (q). Também se poderiam considerar as r coordenadas
relativas a cada atomo da base, cy‘)(q) , tais que cy;.) = cff‘)(q).j, com (j =x,y,2).
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em que o factor exponencial do tempo foi incluido em Qx(q,t) e o factor N —1/2 resulta
do somatorio em q. Através desta substituicdo, é possivel escrever o hamiltoniano em

termos das coordenadas normais Q). Para esta conversiao, note-se que

Z ei(q,_q)'R’m = Na(q’—q).G (525)

m

onde 6(q'—q).c ¢ igual a 1 quando Aq = q' — q ¢é igual a zero ou a um vector da rede
reciproca, ou entao anula-se. Para que os u,(t) venham reais, temos de ter

*( A
exN@) =P (~q)

(5.26)
Qx(a,t) = Qx(—q,t)
Uma vez que podemos escolher os €)(q) ortogonais, vem
> el @ely (@) = (5.27)
oj
Com estas condigoes, obtém-se para o Hamiltoniano (substituindo 5.24 em 5.15):
1 ) x : 2 My*
H=3>, [Qx(‘l’ t) Qx(a,t) + w3 Q3 (a,t) Qx(a,t) (5.28)

Aq

expresso em termos das coordenadas normais @ .

Introduzindo as coordenadas normais, o hamiltoniano pode ser simplificado numa soma
de 3r parcelas individuais. As oscilagoes individuais acopladas dos atomos foram for-
malmente substituidas por oscilagoes colectivas independentes. Se escrevermos, para o
momento conjugado® P de Q*

oL .
Py(q,t) = ——— = Qx(q,1) (5.29)
9Q3(a;1)
em que L é a funcdo de Lagrange (ou lagrangiana), obtemos
1 * 2 *
1 = 23" [Pila,t) Pala,) + <} Q3(a,t) Qa(a,b)] (5.30)
Aq
que é formalmente idéntico ao hamiltoniano de um oscilador harménico de frequéncia
w)-

Por outro lado, se atendermos a que das equacdes de Hamilton, P = —0H/dQ*,

Py(a.t) = Qx(a,t) = —w3(q) Qx(a,t) (5.31)

5Notar que a massa foi absorvida em u, (ver p.ex. expressio 5.24).
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A equacao de movimento em coordenadas normais é entao

Qx(a,t) +wi(a) Qxr(a,t) =0 (5.32)

a qual é formalmente idéntica & equagao de movimento dum oscilador harmoénico de
frequéncia® wy(q).

A transi¢do para uma descrigdo quéintica pode ser feita interpretando P e ) como ope-
radores sujeitos as relagoes de comutagao

(Qr(@). Py ()] = ihdaqdan (5.33)
Chamamos as oscilagoes colectivas quantizadas fondes.

Uma maneira elegante e simples de chegar rapidamente ao resultado, consiste na intro-

dugdo de operadores de subida e descida (ou de criag¢io e aniquiliacio), da forma’
1
af = —— (wqQ —iP,
q \/m ( qu q)
1 (5.34)
Uq = —f55— (quq + iP;)

v2hwg

que como se pode demonstrar resolvendo 5.34 em ordem a P, @), P* e Q* e substituindo
em 5.30 permitem reescrever o hamiltoniano sob a forma:

H=Y" [ai(q) ax(aq) + ;] hwy(a) (5.35)
Aq

Cada um dos estados ¢ definido por um par (g, \) e esta ocupado por ny(q) fondes de

energia hwy(q), em que ny(q) sdo os valores proprios do operador aj (q)ax(q), tal que:

ay (a) ax(a) [na(@)) = na(q) [na(a)) (5.36)

A contribui¢do deste estado (modo normal) para a energia total é ny(q)iwx(q) e a
energia total é

E=3 i@ + 3| nenta (5.37)
Aq

Os operadores a/ e aq tém por efeito, respectivamente:

q
a:|“q>:\/nq+1 Ing + 1)

(5.38)
aq ng) = /Mg [nq — 1)

6Substituindo em F = Ma, em que F = —KQ, K = w?M e a = Q vem Q + w2Q = 0.
7Sugere-se a consulta do Complemento 5A.
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o que permite determinar as fungoes de onda, recorrendo a definigao 5.34

Na aproximacao harmoénica que utilizamos, o gas de fonoes consiste em fondes que nao
interactuam uns com os outros. Se compararmos com o gas de electroes livres, vemos que
a diferenca bésica entre eles resulta de que os electroes sao fermioes enquanto os fonoes
sao bosoes. Cada estado no espectro das vibracoes da rede pode portanto ser ocupado
por um ntmero qualquer de fondes (indiscerniveis ou indistinguiveis uns dos outros).
Além disso, o numero de fonoes depende do teor em energia das vibragoes da rede, i.e.,
da temperatura. A T = 0K, nenhum fonao esta excitado e a rede tem apenas a ener-
gia do ponto zero, % > aq Pwa(a); (A ¢ o indice do ramo de w(q) e vaide A =1 a A = 3r).

Note-se como surge aqui a nocao de excitacao elementar. Recorde-se, em primeiro lu-
gar, que as ondas de luz foram, em 1900, consideradas por Planck, como osciladores
quantizados da radiagao, (oscilagoes quantizadas do campo electromagnético) e em 1905,
como particulas, por Einstein, as quais vieram mais tarde a chamar-se fotoes, cada um
com energia iw = hv. Isto sugere que as ondas de som se podem considerar do mesmo
modo. Se olharmos para a expressao 5.37 vemos que, em vez de encarar uma onda de
som com vector de onda q como um objecto ficticio (oscilador harménico) com energia
quantizada Fq = hwqg (nq + %), podemos, em alternativa, encara-la como um conjunto
de nq quanta, cada um com energia fuwq, adicionados a um estado fundamental de ener-
gia %hwq. Sao estes quanta da onda de som que sao chamados fonaes, e, como os fotoes
comportam-se como particulas, (no sentido quantico), e podem mover-se. Deve dizer-se
que é comum chamar a um fonao, uma onda de som quantizada, embora essa designacao
nao seja correcta, Para um dado ngq ha apenas uma onda sonora quantizada de vector de
onda q (objecto ficticio com energia Ey), mas ha ng fondes (independentes) de vector de
onda q. E portanto mais apropriado chamar ao fondo um quantum ou particula de som.

A energia hwq é evidentemente apenas a menor quantidade de energia de excitagao acima
da energia do ponto zero %hwq. Uma vez que o fonao transporta esta quantidade minima,
é referido como um excitacao elementar. As excitagdes compostas sdo as que envolvem
muitos fonoes.

Este modo de ver a onda de som como fondo proporciona uma nova interpretacdo da

funcao de onda e dos operadores sobe e desce ajl',

a fungao de onda v (ou u) descreve um sistema com ng; fondes de vector de onda q,

e aqg, respectivamente. E claro que

ng2 fondes de vector de onda qg, etc. Portanto o operador af{ cria um fonao de vector

: 5 +
de onda q, enquanto que o operador aq destroi um tal fondo, e ag
nimero para fonoes de vector de onda q. Por isso se chama aos operadores ag

q )
operadores de criacao e de aniquilagcdo de fondes.

aq = ng ¢ o operador
e aq

Um aspecto importante, em contraste com as ondas de som, é o de que a energia total do

194



EXCITACOES ELEMENTARES

sistema de todas as ondas de som quantizadas nao é igual & soma das energias de todos
os fondes. Na expressao 5.37 vé-se que a energia de qualquer estado excitado do sistema é
a soma da energia do estado fundamental com a coleccao de fonoes independentes acima
do estado fundamental. Assim, teremos para o hamiltoniano

1
H= ZH(pZa ri) + § Z V(ria r]7 Pi, p])
i ij
= H=Fy+ Z €q a;aq -+ termos pequenos
a

em que Fy é a energia do estado fundamental do sistema de particulas em interaccéo,
2 . . ~ + + ~ . ~

€q ¢ a energia da excitagao elementar, e aj, aq € agaq sdo os operadores de criagao,

aniquilagdo e niumero das excitacoes elementares de vector de onda q. €q é por vezes

chamada a ”lei de dispersao” ou “espectro de excitagao”.

Este resultado obtido para os fonoes é perfeitamente geral. Na maioria dos problemas
envolvendo muitos corpos (many-body systems) é possivel transformar o sistema de mui-
tas particulas em interacgao, num sistema de excitagoes elementares aproximadamente
independentes acima do estado fundamental. Ha que ter, no entanto, em conta, que ha
particulas que seguem a estatistica de Bose-Einstein, como os fotoes e os fonoes, e ha
particulas que como os electroes, seguem a estatistica de Fermi-Dirac. Esta distingao
implica que os operadores de criagao e de aniquilagao tém propriedades de comutagao
diferentes.

A probabilidade de ocupagao média por oscilador, isto ¢, o nimero médio de fondes no
estado \q ¢ dado pela distribui¢do de Bose-Einstein:

1
nx(q) = Thox(@ (5.39)

e BT —1

E importante notar que a transicao para coordenadas normais, e a separacao do Hamil-
toniano em modos normais independentes é possivel porque o hamiltoniano da equagao
(5.15) tem uma forma quadratica, a qual pode ser diagonalizada. Teria sido possivel ter
feito a transigdo para a mecanica quantica e introduzido fondes a seguir a (5.19), antes
de considerar explicitamente a periodicidade da rede. No entanto, a divisdo de todos os
w) em ramos que podem ser apresentados numa zona de Brillouin do espago dos q é uma
consequéncia da periodicidade da rede.

Se néo tivéssemos terminado a expansao (5.5) no segundo termo, néo teria sido possivel
diagonalizar o hamiltoniano. A consideragao de termos de maior ordem, nao-harmonicos,
introduz interagoes fonao-fonao.
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5.2.3 CALOR ESPECIFICO DAS VIBRAGOES DA REDE

Uma consequéncia importante da existéncia de vibragoes da rede é a possibilidade da
sua excitacdo térmica, observavel como uma contribuicao para o calor especifico do so-
lido. Sendo o calor especifico C,, = g—g devemos comegcar por calcular a energia total das
vibragoes da rede, a temperatura T, que é dada por

B=3 |t + 5| nenta) (5.40)
Aq

sendo ny(q) dado por 5.39.

Note-se, entretanto, que um somatoério sobre todos os vectores do espago reciproco para

qualquer funcdo F(w), pode sempre escrever-se como®:

V o0
gF(w) = W/F(W) d®q = /0 F(w) D(w) dw (5.41)

em que D(w) é a densidade de estados. Esta relagdo permite-nos calcular qualquer
propriedade que dependa dos vectores do espago reciproco. Vem, assim, para a energia,

E—Ey— /0 0w, TY) D(w) fo doo (5.42)

Para o calculo do calor especifico, sao geralmente consideradas duas aproximagoes para a
densidade de estados D(w): a aproximagao de Einstein (modos 6pticos) e a aproximagao
de Debye (modos acusticos).

MODELO DE EINSTEIN

Neste modelo, todos os osciladores tém a mesma frequéncia: wy(q) = wg. Vem entao
para a densidade de estados:

D(wy) dwy = N 6(wy — wg) dwy (5.43)

em que a funcao § é igual a zero se wy # wg e € igual a um, se wy = wg. Temos para a
energia
thE

E_E0=N<n>ﬁWE:m

(5.44)

8Ver, por exemplo, as expressdes (2.18) e (2.29)
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Esta aproximagao é geralmente utilizada para descrever a contribuicao dos modos 6pticos.
Ponderando com um factor 3 para os trés modos opticos (quando r = 2), vem

OE hop\?  ches/knT

C, = — =3Nk 5.45
o= 2 3wk ( kBT) T 1] (5.45)

Fazendo 0 = hwg/kp em que 0 é a temperatura de Einstein, vem

GE 132 e* GE
C. =3Nk e =" - == 5.46
c=3Vk g (F) | om sen= e w2 )
Quando T << 0 vem /T >> 1 e e/#/T — 1~ /2/T ¢
0p\> 1

Quando T —0C, — 0

[S]
Para altas temperaturas, isto é, quando T' >> ©Op, a exponencial e sle podemos
expandi-la em série? dando e®#/T — 1~ 1+ % +...—1= %, donde

C,~3Nkp (5.48)

que é a conhecida lei de Dulong e Petit. De facto, Dulong e Petit observaram em 1819 que
o calor especifico a volume constante de todo sos sblidos elementares é aproximadamente
igual a 2.49 J mole~! K1, isto é, 3R em que R é a constante dos gases perfeitos.

A lei de Dulong e Petit pode ser explicada pelo principio de equiparticao de energia
tratando cada dtomo do sélido como um oscilador harmoénico linear com seis graus de
liberdade. O estudo mais aprofundado mostra que o calor especifico de um soélido varia
com a temperartura e tende para zero quando a tempeartura tende para zero, com se vé
no modelo de Einstein e como se veré a seguir no modelo de Debye.

MODELO DE DEBYE

A aproximagio de Debye consiste nas seguintes aproximagoes ao espectro de wA(q):

2 .3
969”:1—5—3:—&—2—!—1—%—!4-.“
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1) Consideram-se ocupados os estados de frequéncias até um valor limite (cut off) wp.
2) Despreza-se a contribuigdo dos modos 6pticos.

3) Faz-se uma aproximagao linear aos modos acusticos, wy(q) = vxg, em que a velocidade
do som é constante e igual a v.

4) Substitui-se a zona de Brillouin por uma esfera de volume equivalente e assume-se a
independéncia direccional da aproximagao linear nesta esfera.

A densidade de estados D(w) é dada por

dN

D(w) = — 5.49
(@)= (5.49)

O nimero de modos com vector de onda entre 0 e ¢ seré

9dN V 4 Vw3

N = 2 dg = gt = 5.50
o dq 4 (2m)3 37 T G2y (5:50)
atendendo a que na aproximacao de Debye ¢ = 2, em que v ¢ a velocidade do som e V,

o volume do cristal.

qx

Figura 5.11: Esfera de raio q onde estao contidos todos os modos normais com
3
vectores de onda entre 0 e q. dq = 0¢,.0¢,.0q, = i—”i—”i—” = @ é o elemento
e Ly L.

de volume no espacgo reciproco.

Teremos entao, derivando 5.50,

dN Vw?

D = — = —
() dw 2m293

por ramo A (5.51)

Substituindo (5.51) e (5.39) em (5.42),para os trés ramos acusticos

dz (5.52)

V?  hw SVEETY [® g
2203 ehw/ksT — 1 27203R3 [ e

E—EOZS/ dw
0
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em que se fez!® z = ,f;—“’T
Nesta aproximagao, a correcgdo de Debye significa substituir o limite superior (infinito)
do integral (5.52) por hwp/kpT.

Fazendo z = ];—“T exp = Z‘;—% = GTD, em que 6p é a Temperatura de Debye, vem
T 3 D 3
E—EO:QNkBT(> / "
HD 0 et —1
e, derivando em ordem a T,
OF T\? [P ate®
Cy,=—— =9Nkp | — ——d 5.53
or B <9D> /0 (er —1)2 ™" (5.53)

ou

C,=3Nkpf fo fo(z) = 3/1Dx4d _% (5.54)
v — B T com D\T) = ; (e“’ 2$ex—T .

z3 —1)
que d4 a lei de Dulong e Petit para T'— oo e da para T' — 0, e fazendo fp(x) = %:
120*Nkp (T \°
Co(T — 0) e L 208 (2 (5.55)
5 Op

que é a chamada Lei ctuibica de Debye.

A densidade de estados nos cristais reais é da forma representada esquematicamente
na 5.12, sendo razoavel fazer a aproximagao de Debye, que consiste em considerar uma
frequéncia de corte wp e velocidade do som constante. A temperatura de Debye, ©p,
surge aqui como um pardmetro empirico, que pode ser determinado por ajustamento
com o calor especifico a baixa temperatura. ©p é uma medida da temperatura acima da
qual todos os modos vibracionais estao excitados e abaixo da qual os modos vibracionais
comegam a ficar "congelados". Podem encarar-se ©p e wp como parametros indicativos
da rigidez do solido. De notar o pico a altas frequéncias no espectro do cristal real.
Este pico surge devido a forte disperséo junto a fronteira da zona. As curvas para wy(q)
tornam-se tangentes & horizontal de modo que grandes volumes do espaco dos q sao
incluidos entre superficies diferindo em frequéncia de dw.

Na Tab. 5.4 dao-se as temperaturas de Debye para alguns sé6lidos.

10 _ _hw _ _h
Note-se que, se x = EpT dr = kBwa
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D(w
( ) Modelo de Debye

Cristal real

wp w

Figura 5.12: Densidade de estados D(w) num cristal real e modelo de Debye.

D(w) = aw? paraw < wp; D(w) =0 para w > wp.

G
Bkl

4
4
' |
>
>

0p T

Figura 5.13: Calor especifico nas aproximacgoes de Debye (curva a cheio) e de

FEinstein (curva a tracejado).

=

5.1: Temperaturas de Debye para alguns elementos

Tabela

Elemento Op/K Elemento Op/K

Li 400 C (diamante) 1860
Na 150 Si 625
Be 1000 Cu 315
Al 394 Fe 420
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5.2.4 TECNICAS DE MEDIGAO DE FONOES
Dispersao de neutroes (e outras maneiras de medir fondes)

Os neutroes sao sondas privilegiadas do espectro de fonoes dum sé6lido, na medida em
que interactuam apenas com os nucleos dos atomos. Para um feixe com energia da ordem
dos 10 meV, isto é, comparavel com as energias dos fonoes, obtemos um vector de onda
para os neutroes incidentes de cerca de 10 cm™!, que é comparavel com a dimensao da
zona de Brillouin.

Em contraste, se utilizarmos fotoes, com uma energia de 100 m eV, obtemos vectores de
onda da ordem de 102 cm™!, ou seja, o fotdo s6 tem acesso a uma parte muito reduzida
da zona de Brillouin (¢ ~ 0). Um fotdo com k ~ 10%cm~! tem uma energia da ordem
dos 10* eV que é muito maior do que a energia do fonao.

A dispersao de neutroes por fonodes e a interac¢do de fondes com fotdes de energia da
ordem dos 100 meV constituem, assim, a base para a medi¢ao experimental do espectro
de fonoes. Pela sua oportunidade abordaremos aqui este problema. Comegaremos por
recordar que a taxa de dispersdo de uma onda plana, (associada ao movimento de neutrées
ou fotoes) ¢ dada por

(K'|V]k) = / e F TV (r)erdr = Vg / e I giGur gller gy (5.56)
G

em que se expandiu o potencial dispersor, V(r), em série de Fourier, V(r) = Y, Vge'S™
A condigao de dispersao é
dkicr ou 6(k+G—-k') ou kK =k+G (5.57)

e se k for fixado, i.e., se o feixe incidente for monocromético e de direccao bem defi-
nida, entao podemos observar feixes difractados apenas nas direcgoes correspondentes a
vectores de onda que satisfazem a condicao de dispersao acima.

Consideremos entao uma rede dindmica

V(r)=> Vir—Ri—uR]~ea") Vge'Sr (5.58)
) G

em que introduzimos um fonao com vector de onda q. Usando a expressao 5.56 e a
condigao de dispersao 5.57 obtemos
> 6(k+G+q-k)=0 ouscja, K =k+q+G (5.59)

G
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Definimos ja um processo de difraccao que nao envolve um vector da rede reciproca
k+q=k' (G=0) (5.60)

como sendo um processo Normal (ou N7); e um processo que envolve um vector da rede
reciproca

k+q=k'+G (G#0) (5.61)
como um processo Umklapp (ou U™). De notar que ndo ha nada de surpreendente nestes
processos-U. O momento hG é simplesmente transferido para o cristal como um todo.
Quando construimos os estados vibracionais da rede ignoramos o movimento do centro
de massa da rede cristalina ideal, em relagao & qual as vibragoes da rede foram medidas.
Pode verificar-se que o momento total é conservado, quando este grau de liberdade é
incluido. Um processo Umklapp pode ser racionalizado como a criagdo (ou destruigéo)
de um fonao com uma reflexao de Bragg simultanea.

De notar também que além da conservacdo de momento cristalino'!,

pi £ hq + hG = p, (5.62)
temos de ter em conta a conservagao de energia
2 2
pi Dy
+ Aw = — 5.63
onf =W = 507 (5.63)

em que p; ¢ o momento do neutrao incidente, p; é o momento total e Aq é o momento
do fonao absorvido ou emitido no processo.

Consideremos, em primeiro lugar, os processos eldsticos ou a zero-fondes. As leis de
conservagao de momento cristalino e energia sao, neste caso,

pi + hG = p;

5.64
o (5.64)

O estado final do cristal é idéntico ao estado inicial. A conservacao de energia implica
que a dispersao é elastica e a conservacao do momento do neutrao. Temos uma situa-
¢ao analoga a difraccao dos raios-X. Obtemos picos de difraccao. Para obter o espectro
dos fonoes temos de recorrer a processos de dispersao ineldstica, em que o cristal ab-
sorve ou emite fonoes cuja energia e momento sao transferidos de ou para os neutroes.
Consideremos primeiro os fenomenos de 1-fondo. Neste caso, as leis de conservagao sao:

p: £ iq + hG = p;
Ei ihw,\(q) = Et

) ) (5.65)
p; + huwy, (pt_pi> _ Py

oM h T oM

HNote-se que p = iq = %27" =h/A\.
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Se nao analizarmos as energias dos neutroes, observamos apenas um fundo difuso em
torno dos picos de difracgdo. Olhando na vizinhanga dum dado pico correspondente
a um G particular (em geral, G = 0, uma vez que é o mais intenso) vemos neutroes
dispersos por processos envolvendo um fonao com valores discretos de momento p’ e
energia B’ = p'2/2M,, (M,,—=massa do neutrio). Se soubermos a energia e a direcgao dos
neutroes emergentes, podemos entao concluir que o cristal tem um modo normal com
frequéncia (F — E’)/h e vector de onda +(p’ — p)/h. Deste modo, pode ser medido um
ponto no espectro de fonoes do cristal.

Se considerarmos agora processos multifonao:

Pt =PpPithq T hags ...

(5.66)
Et == Ei + hw)\(ql) + ﬁw)\(qg) +...

em particular um processo de 2 fondes, e eliminando qs, através da conservacdo do
momento cristalino:

zzzzzihwxqgiwA(“ff”—qO (5.67)

Verificamos que apenas nos processos de 1-fonao as leis de conservagao sao suficientemente
restritivas para proibir todas as energias para os neutroes dispersos numa dada direcgao
excepto um conjunto discreto delas. Para processos de dois ou mais fonoes, o nimero de
graus de liberdade excede o niimero de leis de conservagao de tal modo que um continuo
de energias para os neutroes emergentes pode ser observado em qualquer direcgao.

Interaccao com Fotoes

Podemos também considerar a dispersao de Brillouin para medir os fonoes acusticos, que
consiste na medi¢ao das frequéncias de fonoes acusticos absorvidos ou emitidos quando
um feixe de luz (p.ex. de um laser) é disperso inelasticamente por um cristal. Na Fig.
5.14 esquematiza-se o procedimento experimental. As leis de conservagao a satisfazer sao
as seguintes!? (para G = 0). k & o vector de onda do raio incidente e fiw a sua energia.
k' e Iw' sao as correspondentes grandezas do raio disperso. q e fiw)y referem-se ao fonao
absorvido (sinal +) ou emitido (sinal —):

how' = hw £ hwy,
K =k+q (5.68)
(hw, hw' >> hwy, |k| ~ K|

1205 vectores de onda dos raios incidente, k, e disperso, k/, devem ser multiplicados pelo indice de
refracgao, n, quando este for significativamente diferente de n = 1.
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a) b) Feixe incidente

o' Emissao de fondo
(Stokes)

Absorgdo de fonac
(anti-Stokes)

e

hoy, ho ho) E

c) d)
k'T\\—\_\gl\jjﬂ k§ ": q

k k

Figura 5.14: a) Esquema do procedimento experimental. b) Espectro observado.
¢) Geometria do angulo recto. d) Geometria de retrodifusao ("backscattering”).
k é o vector de onda do raio incidente e hiw a sua energia. k' e hw’ sao as cor-
respondentes grandezas do raio disperso. q e hw), referem-se ao fonao absorvido
ou emitido.

Para ter acesso as maiores frequéncias dos fondes, possiveis com este método (maior
Ak), utiliza-se a geometria de retrodifusao ("backscattering"). Neste caso, as ordens de
grandeza sao as seguintes:

qg=Ak~2k~25x10°cm™*

AE ~ hwy(2k) = 2u\hk

hw k¢ 3 x 10%0
Bwy 20Xk 20y 2% (3 x10%)

1
hwy, ~ 77w/§ x 10° ~ 0.05meV

em que ¢ é a velocidade da luz e vy é a velocidade do som.

Para estudar os fonoes oOpticos, a k ~ 0, é possivel utilizar a dispersao de Raman.
E também possivel estudar processos Raman de segunda ordem. Neste caso, temos
fenémenos a 2-fonoes, e é possivel explorar a dispersao longe de k = 0.
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emissao
de fondo absor¢do
de fonao

ho E
AE~ hwéptico>>0 ,q=0

Figura 5.15: Espectro de Raman, mostrando a linha reflectida, de alta intensi-
dade, e as bandas de Stokes (correspondente a emissao de um fonao) e a banda

anti-Stokes (correspondente a absor¢do de um fonao).

Aluz A

Stokes

\Q—) 2 x actistico

2 x actistico

1 fondo

Figura 5.16: Processo Raman de segunda ordem. A luz interactua com o sélido
produzindo (ou absorvendo) dois fondées com momentos opostos (esquema da
esquerda). A direita, vemos bandas satélites da risca de Stokes produzidas por
decaimento dum (ou criagdo dum) fondo optico (com q¢ = 0) em dois fondes
acusticos com momentos opostos e com energia correspondente a 1/2 da energia
do fonao optico.
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5.3 INTERACCOES ELECTRAO-ELECTRAO: QUASE-ELECTROES E PLASMOES
5.3.1 INTRODUCAO

Em capitulos anteriores consideramos o gas de electroes sem interacgoes e electroes num
potencial periédico. Em ambos os casos, o hamiltoniano podia ser separado numa soma
de hamiltonianos monoelectréonicos—electroes independentes. Vamos agora melhorar
essa aproximacgao tomando em conta a interacgao de Coulomb. Note-se que partes dessa
interacgao foram ja incluidas no potencial médio dos hamiltonianos monoelectrénicos. Ao
introduzir explicitamente a interacgao de Coulomb, aprenderemos novos métodos para
descrever sistemas de muitos electroes e comecaremos a familiarizar-nos com os conceitos
de quase-electroes e de excitacoes colectivas do gas de electroes, ou plasmoes.

5.3.2 INTERACCAO DE COULOMB

A interaccao electrao-electrao,ou interacgdo de Coulomb é descrita, na aproximacgao de
Hartree-Fock, pelo termo do hamiltoniano

1 1 e?
He_ .= - V(ry —ry) = 5.69
e—e 22 (k k) 87T502|rk_rk" ( )
k' k#k!
r; e Ty sao as coordenadas espaciais dos electroes designados pelos niimeros quanticos
k e k. Em segunda quantizacdo, podemos escrever'?:
1
Heo =3 > (ka ks|Vika, ka) o o eracny (5.70)
k1k2k3k4
com )
e 1
Vie-1)= S ——t (5.71)

 dmeg v — 1|

termo que descreve a interacgdo de Coulomb entre os electroes nas posigoes r e r’.

Os k;(i = 1,2,3,4) sdo nameros quanticos de qualquer conjunto completo de estados
monoelectrénicos, que podem ser ou nao, ondas planas, e que incluem os niimeros quan-
ticos de spin, o,. (ka, k3|V'|kz2, k1) representa a amplitude de probabilidade da transi¢ao
na qual os electroes em posicoes r e r’, ou vice-versa, inicialmente nos estados kq e ko
passam aos estados ks e ky, por accao do potencial V.

Uma vez que o spin nao aparece no hamiltoniano, podemos supor feito o somatoério
sobre os estados de spin, cujas fungoes préprias sao ortogonais. Obtemos um factor

5‘”‘2 Oky 5‘”‘1 Okg "

13Recomenda-se a leitura do Complemento A deste capitulo, sobre "Segunda Quantizagio”
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No nosso estudo vamos supor que as fungées proprias |k;) sdo ondas planas e usar a
aproximagao de Hartree-Fock.

As interacgdes deste tipo sdo muitas vezes representadas graficamente, Fig. 5.35. Nestes
graficos, os electroes de vector de onda k; s@ao representados por vectores, cujas setas
indicam a direc¢ao do tempo. A linha tracejada representa a interacgdo. A Fig.5.35

=k
ky=kpg [ T

Figura 5.17: Diagrama para a interaccao de Coulomb entre dois electroes de
vectores de onda ki e ky. As setas indicam a direccao do tempo. A linha
tracejada representa a interac¢ao com troca de momento hq. Note-se que q é
um vector da rede reciproca, (K'|V]k) #0seq=k' —k = G.

representa a interacgao entre dois electroes de vectores de onda k; e ko. Os vectores de
onda finais s@o ks e ky. Se houver troca de um momento, fiq, entdo teremos ky = k; +q
e ky = ko — q. Na linguagem dos operadores criagao e aniquilagio, (expressdo (5.70),
podemos descrever a interacgao como a aniquilacao dos electroes de vectores de onda ki
e ky e a criagao dos electroes de vectores de onda ks = ks —q e kg =k; +q.

Na aproximagao de Hartree-Fock tomamos como funcao de onda de um estado do sistema
um determinante de Slater:

¢1(r1)  ¢i(r2) ... ¢ui(rn)
1 d2(r oo (r .o @ofr
U(ry,rg,...,1N) = 7 2(r1) 2.(”2) 2.(“N) (5.72)
on(r1) on(r2) ... oOn(rn)
que em segunda quantizacao se pode, por convengao, escrever:
W(ry,ro,...,tN) =¢f o cb b = HcZJO) (5.73)
ki

Esta representagao interpreta-se como a criagao sucessiva de electroes de momento k;, a
partir do vdcuo. A antissimetria das fungbes de onda supde-se implicita, pelo que (5.73)
representa o determinante de Slater (5.72). Uma vez obtidos os ¢y, da aproximagao de
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Hartree-Fock, podemos, em principio, calcular o valor expectéivel da interaccao electrao-
electrao.

Para simplificar, fazemos as abreviacoes: k; = k; ko = k’; ks = k' — q; ky = k' +q;
r’ =r —r’. Expandimos também V(r —r') = V(r”) em série de Fourier

V(r//) — Z V:]eiq.r”
1‘1 (5.74)
‘/q — 6/d?),r,lleiq.r”‘/(r//)

e fazemos Q=volume do cristal = 1. V, é a transformada de Fourier do potencial de
Coulomb.

A interacgao de Coulomb (5.70) pode entdo escrever-se,
1
He o= 3 Z V4 g Crr— g Chr C (5.75)
kK \q

Nesta descricao a interaccao de Coulomb consiste em processos elementares nos quais é
trocado momento entre electroes.

Vg é, como ja dissemos, a componente de Fourier de vector de onda q, da interaccao de
Coulomb. O seu valor pode obter-se por integracao, recorrendo ao truque de introduzir

um factor e*)‘r”, e fazer depois da integragao tender \ para zero.
1 . " ’ 471'
3,0 — jiq.r’’=Ar’"
/d e RYEESY (5.76)
Fazendo entao tender A para zero, temos:
e? e?

T ok -k (5.77)
Se tentarmos usar o método das perturbagoes, tomando H._. como a perturbagao do
estado fundamental ¥, vamos encontrar dificuldades, na medida em que as componentes
de Fourier (5.77) divergem quando q = k—k’ — 0, isto é, quando o comprimento de onda
associado a q (que representa a interac¢ao) é grande. De facto, a interac¢ao estende-se
a grandes distancias e mesmo quando q = k — k/ — 0, a contribui¢ao das componentes
de Fourier é finita.

O problema pode ser abordado separando a interacgao em duas contribuigoes: uma
de curto alcance e outra de longo alcance. A interacgdo a curta distancia conduz-nos ao
conceito de blindagem e a contribuicao de longo alcance conduz-nos a oscilacoes colectivas
dos electroes, oscilagoes essas que se designam por plasmdes. Antes, porém, de discutir
esses conceitos, analisemos a interacgao de Coulomb em maior detalhe.
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Para o caso em que q = k —k’ — 0 e atendendo a que a antissimetria dos determinantes
de Slater contém em si a indiscernibilidade dos electrées e a sua possivel permuta ou
escambo, podemos escrever para o valor expectavel da interaccao:

1 1
SOV =) ®) = T (Olew, S (VIR ) chie encl + (0, HVIK, B)ef e wer) of, 10
ks k£k'
(5.78)

O produto é sobre os estados ocupados k; e a soma é sobre todos os k diferentes de k'.

Os elementos matriciais sao da forma.s:

0KV IkK) = [ 61 00)650) V on(x)u(x') dr
(5.79)
(VIR = [ 61 00)650) V o (w)on(x') dr

Os primeiros integrais de (5.79) constituem a interac¢do directa e incluem-se, em geral
no potencial médio, V(r).

Os segundos sao os integrais de escambo e s6 contribuem se os estados k e k' tiverem o
mesmo spin, devido ao factor resultante da soma sobre os estados de spin (note-se que
se supoem as coordenadas de spin incluidas em r e r’).

Para uma melhor visualizagao do seu significado fisico, estes elementos matriciais representam-
se esquematicamente na Fig. 5.18. Estes integrais de escambo tornam as equagoes de

a)
k'(r') xir)
Wirr)
') kir)

Figura 5.18: a) Interac¢do directa. b) Interacc¢do de escambo ou permuta. Os
electroes k e k', com o mesmo spin, trocam de posicao.

Hartree-Fock intratéaveis, excepto no caso em que os ¢y sao ondas planas.

O estado ¥ em (5.78) ndo €, no entanto, o verdadeiro estado fundamental do sistema
de electroes em interac¢do. A actuagdo do operador V(r —r’) sobre |¥) conduz a novos
determinantes de Slater quando k4, k3 ndo sdo iguais a ks, ki, bem como ao |¥) ori-
ginal quando k4, k3 s@o iguais a ks, k1. A interaccdo electrao-electrao mistura muitos
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determinantes de Slater e portanto a solucao exacta serd uma combinacao linear deles:
) =>" A, [[ «i10) (5.80)
n (k)n

em que o produto se estende a varios conjuntos de indices (k),,.

Tal como com os termos de Hartree-Fock da equagdo (5.78), havera apenas um elemento
matricial que mistura ¥) com cada um dos novos determinantes de Slater gerados por um
termo de (5.70) no qual os spins de |k1) e |k2) s@o diferentes, mas havera dois elementos
matriciais quando os spins sao idénticos. O termo adicional da interacgao para spins
paralelos é, outra vez, o termo de escambo.

Se todos os termos fossem incluidos poder-se-ia obter uma solugao exacta do problema.
Quando se desprezam todos os elementos ndo diagonais da matriz e se incluem apenas
os elementos matriciais da interaccao directa e de escambo da equagao (5.78) estamos a
usar a aproximacao de Hartree-Fock. Esta é a aproximacao que vamos usar. Note-se que
ainda se ignoram nesta aproximacgao contribuigoes que se designam, de um modo geral,
por energia de correlagao.

A complexidade introduzida pelos termos de permuta ou escambo é considerdvel. Tal
como o termo de interacgao directa, é nao linear nas fungoes de onda, e em adigao,
é um operador integral. Como resultado, as equagoes de Hartree-Fock sdo em geral
extremamente dificeis de resolver.

Se fizermos a aproximacgao das fungoes de onda como ondas planas, isto é, da forma
¢i(r) = Ae™®T x funcio de spin

em que cada vector de onda menor que kp aparece duas vezes (uma para cada orientagao
do spin) no determinante de Slater, pode obter-se uma solugao exacta do problema. Este
é 0 caso de um sistema em que todos os estados dentro da esfera de Fermi estao ocupados
e os de fora vazios.

Quando se utilizam ondas planas a densidade de carga electrénica que determina o inte-
gral de interaccao directa vai ser uniforme. Como no modelo do gas do electrao livre o
potencial devido aos ides é substituido por uma distribuicao uniforme de carga positiva
com a mesma densidade que a da carga electronica, o potencial dos ides vai cancelar
exactamente o termo de interacgao directa. Portanto, s6 o termo de escambo sobrevive.
Nestas circunstancias, a energia de escambo para um gas de electroes com todos os es-
tados k < kp ocupados (e k > kg vazios) e tomando o estado fundamental 5.73 para
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k < kg, pode escrever-se a partir de 5.77:

1
Eescambo = §<(l| Z %C;Cz(}k/ck|\y> =

k£k!
1
= —5{¥ D Vanwni| V) = (5.81)
k!
- 1 62 NN
9 1|2
2 €0 Y |k k|
Note-se que fizemos a seguinte substituicao:
c;:,c',gck/ck = —cz,ckrc;:ck = —npnr com k' #k (5.82)

Uma vez que a expressao (5.81) é linear em ny e ng podemos somar sobre todos os
valores de k' para calcular a energia de escambo de um electrao de vector de onda k. O
resultado vai depender do vector de onda k, em contraste com a energia de interacgao
directa que se pode incluir em V(r). Sendo assim, néo é possivel usar métodos iterativos
e calcular um valor autocoerente. Mesmo se tentdssemos adicionar um potencial de
escambo dependente de k iriamos encontrar dificuldades. E que a transformacio do
somatorio (5.81) em integral conduz a uma singularidade logaritmica para k = kp.

E, no entanto, possivel fazer um célculo da energia de escambo média por electrdo em
funcao da densidade electronica, n, ou em fungao de kr (uma vez que para o gas de
Fermi: kr = (372n)!/3.

Transformando o somatoério (5.81) em integral na esfera de Fermi:

2 [ B
Eescam o — - 5.83
o= D 87r350/0 & — k]2 (5:83)
k<kp

O calculo do integral entre paréntesis tem os seus truques'4.
Verifica-se que mesmo quando k/ —k — 0, o integral ¢é finito.

Vale a pena mencionar que os estados estacionarios do gas de electrdes livres (ondas
planas) néao sdo estados estacionarios dum hamiltoniano que inclua interacgoes electréo-
electrao (5.69). Isto significa que um electrdo num estado ko (o0=coordenada de spin)

14Ver, por exemplo, C. Kittel, Quantum Theory of Solids, p.91. Para avaliar este integral, ter-se-ia de
escrever a interaccdo de Coulomb em termos da sua transformada de Fourier:
2
e _ 471'@2l Z ieiq'(”*‘"l — 47T€2/ dq iei‘”r*r,)
o= Vg @) &
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do sistema nao perturbado pode ser disperso (scattered) para um outro estado através
da interac¢ao de Coulomb. O electrao tem portanto um certo tempo de vida no estado
ko o qual é determinado pela probabilidade de colisao. Se considerarmos um electrao
situado fora da esfera de Fermi este, através da interacgao electrao-electrao pode sofrer
uma "colisao" e trocar energia e momento com um electrao no interior da esfera de Fermi.
Sejam as energias anteriores a colisao E1 (k) e E2(k) e posteriores a colisao E5(k) e Eq(k).
Fq, E3, By, > Fr e E5 < Ep. Energia e o momento devem ser conservados na colisao,
vem Fi1+ Fo = Es+ E4 e k1 + ko = k3 + k4, assim como o principio de exclusao de Pauli,
limitando as regices onde E5, F3 e F, se podem situar.

O paréntesis de (5.83) representa a energia de escambo do electrao de vector de onda k,
e o seu valor é o seguinte:

k+kr

Eescambo(k) = bk kF

2k (2 k2 — k2

- I
8n2e, kkp ‘

) (5.84)

Constata-se, assim, que a energia “total” de um electrdo de Hartree-Fock com vector de
onda k é dada por:

k+kp
k—kF

R2K? e2kF< k2 — k2

E(k) = W In ‘

) (5.85)

Isto significa que o electrao com vector de onda k vé a sua energia diminuida do termo de

2m  8m2e

escambo. Uma vez que as fungoes proprias sao ondas planas é valida a relagao p = hk,
mas a energia do electrdo de Hartree-Fock nao ¢ p?/(2m). Vem diminuida do termo de
escambo.

Para estes céalculos assumiu-se, como dissemos, que todos os estados no esfera de Fermi
estao ocupados e os estados fora da esfera de Fermi estao vazios.

Para perceber melhor o termo de escambo, consideremos a densidade de carga de es-

cambo, pg3cambo(y ) que podemos escrever como:
y Mk 9 9

: (kK (1) K (e ()
e/scambo(rvr ) — —¢ - - (586)
o % () [k (1))

em que o somatorio é sobre os estados k do mesmo spin.

A partir de (5.86), uma vez que estamos a usar ondas planas, podemos escrever:

pzscan’bbo(r7 I‘l) — —¢ Z ei(k*k/)-(r*r/) (587)
k||

que se pode integrar sobre a esfera de Fermi (abreviando r — r’ =r”’)

3 A 1
escambo ik’.r
% (r//) = 56716 7(]@177‘”)3 [k'FT COS(kF'r”) — sen (kFT”)] (588)
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em que n é a densidade electronica e e é a carga elementar.

Este resultado pode substituir-se em

ﬁesctnnbo(r7 I'l) _ _ezk<k(r)|p286ambo(r, I‘l)|k(1‘)>
>k (k(r)|k(r) >

que é o valor médio da densidade de carga de escambo, dando, depois de transformar as

somas em integrais:

(5.89)

_ 9 [kprcos(kpr) — sen (kpr))’
escambo /
== 5.90
(r,r') 5" (opr) (5.90)
Obtemos finalmente a densidade de carga “total” que um electrao de Hartree-Fock “vé”
em média:

2
~escambo _ 4. {1 9 [kprcos(kpr) — sen (kpr)] } (5.91)

p=r 2 (kpr)®

Esta fungdo esta representada na Fig. 5.19. A figura representa o resultado médio de
um processo dinamico, sujeito a flutuacées. Nos metais, kp ~ 1 A, pelo que a dimensio
do buraco de escambo & da ordem de alguns A.

1

o | — -
£ gt

1
(w8

Kpr —

Figura 5.19: Representacao do buraco de escambo na vizinhanga de um electrao
de Hartree-Fock. Note-se que, em ordenadas estd também o valor médio da
densidade de carga de escambo.

A concentracao de electroes com o mesmo spin é reduzida na vizinhanca do electrao con-
siderado, enquanto que os electroes de spin diferente estao distribuidos uniformemente.
Pode dizer-se, com propriedade, que o electrao de Hartree-Fock esta rodeado de um bu-
raco de escambo de carga positiva. No seu movimento através do cristal, o electrao é
acompanhado pelo buraco de escambo. Isso implica um rearranjo continuo dos electroes
vizinhos que torna o estudo do problema extremamente dificil.

O electrao de Hartree-Fock, na posicao r, interactua com uma distribuigao de carga p(r’)
que depende da sua propria posigao. Pelo principio de exclusao de Pauli, o movimento
dos electroes do mesmo spin é correlacionado!
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A relagao E(k) = % pode ser formalmente mantida se substituirmos a massa do
electrao, m, por uma massa efectiva, m*(k) que depende de k e que terd um valor
superior a m. A massa do electrao é aumentada pelo facto de este ter de arrastar consigo

o buraco de escambo, Fig.5.20.

Electriao

Buraco de

/ escambo

‘ (carga positiva)

~——Mar de electrdes

Figura 5.20: Representacao do electrao com o seu buraco de escambo.

Blindagem. Plasmoes

Ja salientdmos que a interaccao de Coulomb é uma interac¢ao de longo alcance. Vamos
agora vér como podemos considerar essa interac¢ao separada numa interacgao de curto
alcance que pode ser encarada como uma blindagem, e numa interaccao de longo alcance
que é a fonte de oscilagoes colectivas do gés de electroes.

Se considerarmos um gas de electroes de densidade de carga uniforme e nele introduzirmos
uma carga negativa, acontecem duas coisas. Devido a interacgao de Coulomb, a densidade
de carga negativa é repelida da vizinhanca da carga pontual adicionada. Isso é equivalente
a uma nuvem de carga positiva & sua volta relativamente & densidade de carga média do
gas de electroes, produzindo um efeito de blindagem da carga do electrao. Este rearranjo
é, no entanto, o estado final de um processo dinamico. Devido ao longo alcance da
interacgao de Coulomb, o rearranjo inicial vai estender-se demasiado longe, provocando
um retorno da densidade de carga, e assim, sucessivamente, dando origem a oscilagoes
colectivas, que correspondem a ondas de compressao no gas de electroes.

Quando, em (5.76) consideramos a expansio de V(r —r’) em série de Fourier, calculamos
as componentes V,. Se deixarmos o factor e=**~*) em V, (ver 5.77) com A # 0, isso &
equivalente a impor um factor de blindagem no potencial no espaco dos r’ exponencial
na distancia o qual, apés a transformada de Fourier, no espaco dos k tem o seguinte
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aspecto.
e? e? Vo
V. = - - g 5.92
@A) g 14X (592

em que qu é o potencial nao blindado.

Podemos definir, assim, uma func¢ao dieléctrica:
elq) =1+ Z (5.93)

em que £(q) é uma permitividade eléctrica'® (dependente de q) no seio do gés de electroes.

% ¢ chamado o comprimento de Thomas-Fermi e é de cerca de 1 a 10 A para o gas de
electroes. Corresponde a uma blindagem do potencial, devido a interac¢ao de Coulomb.

A componente de Fourier podia ser escrita sob a forma:
Vo= —+ (5.94)

A introdugao da constante de blindagem significa desprezar a componente de longo al-
cance da interaccdo. A componente de longo alcance tem que ser analisada separada-
mente. Podemos retomar a expressao (5.74)

Vie—1) =) Vet (5.95)
q

e desdobra-la em duas componentes: uma de curto alcance (¢ > A) e uma de longo
alcance (g < A):
V(I‘ _ I‘/) — Z V:] eiq.(r—r') + Z V;] eiq.(r—r') (596)
q>A q<X
em que o primeiro termo é o de curto alcance e o segundo, o de longo alcance (grandes
comprimentos de onda).

Um desenvolvimento mais detalhado, que descrevesse o movimento dos electroes no
campo eléctrico produzido pelo seu proprio potencial de Coulomb e usando um for-
malismo muito semelhante ao que usdmos para descrever os fonoes, levar-nos-ia a um
hamiltoniano para o gas de electroes, da forma

H = Z E(k)cfer + Z hwy a;f aq + termos de interacgio electrao-plasmao  (5.97)
k a

15No sistema SI: €g é a permitividade do vacuo e k = /o (adimensional) é a constante dieléctrica do
meio.
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em que o primeiro termo reperesenta os electroes, (fermides) e o segundo termo representa
os plasmoes ou oscilagdoes do plasma (bosoes) (ver adiante). O primeiro termo da direita
é nao o gés de electroes livres sem interacgoes, mas sim o do gas de electrdes com a
interacgao blindada (ou o gas de electroes livres com m* renormalizado).

A nocao de quase-electrao pode identificar-se a partir da relagao 5.85 fazendo o segundo
termo igual a AE(k).
h? k? h? k2

B(k) =5~ +AE(k) = T 5 (5.98)

(para incluir spin multiplicar por 2).

Nestas circunstancias é licito descrever o sistema por quase-electoes de massa m* (k). De
facto, a massa é aumentada porque o electrao transporta consigo o buraco de escambo
que é equivalente & blindagem.

O electrao com a sua nuvem de bosdes (AE(k)) comporta-se como uma particula inde-
pendente com uma massa efectiva dependente de k.

Muitas vezes, quando se tenta descrever um sistema de fermioes que interactuam forte-
mente entre si, ndo é possivel ou é muito dificil utilizar o gas de fermides livres como
aproximacao de ordem zero. E muitas vezes possivel encontrar um conjunto de esta-
dos de uma-so6-particula que pode formar uma base para o tratamento da interaccao
por métodos perturbativos. As particulas associadas com estes estados chamam-se en-
tdo quasi-particulas (e.g., o electrao blindado). Os plasmoées, por seu lado, pertencem
ao conjunto das excitagoes colectivas, os quais nao tém particulas reais correspondentes
quando as interacgoes sao removidas. As excitagoes colectivas sao bosoes.

Porque é que os quase-electroes se comportam independentemente?

Da discussao anterior resulta a existéncia duma interacgao residual entre duas quase par-
ticulas com um alcance da ordem de 1 A. Esta interaccao desaparece a nao ser que exista
sobreposicao das lacunas de blindagem associadas a estas quase-particulas. Esta interac-
¢ao residual deveria resultar numa secgao eficaz de colisao entre duas quase-particulas,
s da ordem de 1 A2. Em consequeéncia, o livre precurso médio das quase-particulas sera
1/(ns) e o tempo de relaxagao virda t = 1/(nsvp). Podemos agora utilizar o principio de
incerteza para estimar o alargamento dos niveis de energia de uma-sé-particula, AFE:

h
AE =—=hnsvp = EEF
t kr
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Com s da ordem de 1 A2 vem ns/kp ~ 1 de modo que o alargamento dos niveis de
energia é da ordem de Er e portanto, mesmo com interaccao blindada, o modelo da
quase-particula independente parece falhar.

O modelo das quase-particulas independentes é salvo pelo principio de exclusao de Pauli.
Deste principio resulta que duas particulas s6 podem colidir se existirem estados finais
vazios que as particulas possam ocupar com simultinea conservacdo de energia e mo-
mento. Como vimos durante a discussao do modelo do electrao livre de Sommerfeld,
ambas as particulas que colidem tém de ter energia no intervalo da ordem de kT de
FEr, de modo a que a condigao anterior seja satisfeita. Neste caso, como vimos, a den-
sidade de electroes devera ser corrigida por um factor da ordem de T'/T%. O tempo de
relaxacdo sera entdo de t = (Tr/T)?/(nsvr) e o alargamento AE =~ kgT(T/Tr). A
temperatura ambiente, Tr /T ~ 100 e o alargamento dos niveis sera4 pequeno comparado
com kpT (o alargamento térmico da funcdo de Fermi) e o modelo das quase-particulas
independentes funcionara.

Transicao de Mott

Consideremos uma rede de 4tomos de hidrogénio. Podemos considerar um estado isolador
em que cada electrao esta situado numa orbital atémico atraido pela forca coulombiana
do protao mais proximo; podemos também considerar um estado metalico em que os
electroes estao deslocalizados e blindam o campo dos protées do modo descrito atras. O
potencial blindado do protao sera:

€ _
— ¢ r/e
dmegr

Se resolvermos a equagao de Schrodinger para este potencial podemos verificar que es-
tados ligados s6 existem quando o comprimento de blindagem ¢ for maior que o raio de
Bohr ag. A condigao para comportamento isolador (isolador de Mott) é portanto £ > ag.
Inserindo um valor para £ vem que ng < 7/192a3 (de facto, utilizando esta expressio vem
que ng ~ 10%° m~3, superior 4 densidade electrénica da maioria dos metais, indicando
que o potencial escolhido é uma aproximacgao grosseira). Porque é que a localizagao
ocorre a baixas densidades uma vez que poderiamos intuitivamente esperar que ocorresse
a altas densidades onde o efeito das interacgoes electronicas é maior? De facto, mostra-se
3/2 enquanto a energia
, como vimos na discussao do modelo de

que a contribuicao das interacgoes para a energia cresce com n
cinética dos electroes livres aumenta com n®/3
Sommerfeld. Deste modo, a altas densidades electrénicas o termo de energia cinética

domina, favorecendo estados extensos (deslocalizados) e comportamento metélico.
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A anélise da condutividade em corrente alterna (condutividade ac), que apresentdmos no
capitulo 1, permite-nos ter uma visdo fenomenologica dos conceitos de fungao dieléctrica
(ou permitividade eléctrica) e de frequéncia de plasma e plasmoes e ao mesmo tempo
fazer uma primeira incursao nas propriedades 6pticas.

Nesse estudo da condutividade em corrente alterna e da permitividade eléctrica supoem-
se incluidas todas as interacgbes acima mencionadas (escambo, directa, e interacgdes
electroes-ides e electroes-impurezas).

Oscilagoes do plasma—plasmdes

2 _ ne?
p meog

(equagao 1.35), a constante die-

2
WP
2

Para a frequéncia do plasma, definida como w

léctrica torna-se zero, e(w,) = 0, atendendo a que £(w) = eo(1 — %) (expressao 1.34).
Da relagao D = ¢E, conclui-se que se D for finito, E é infinito, isto é, podemos ter "E
sem D", significando isto, que podemos ter oscilagoes livres. A essas oscilagdes chama-
se oscilagoes do plasma, ou plasmoes. O gas de electroes pode apresentar oscilagoes de
densidade de carga do tipo das que se observam num fluido.

Este fené6meno pode também explicar-se de outro modo: Imaginemos que os electroes
de um bloco de metal se deslocam de uma distancia = (Fig.5.21). Da lei de Gauss,

Ne™
[ )
+ -
+ E -
+  — -
+ -
+ -
—> X <—
L
N/Z ides

Figura 5.21: Modelo simplificado de uma oscilagao de plasma.

V.E(w) =p(w)/eg, p(w)= densidade de carga = ne. Portanto, E = nex. A forca por

electrdo é F = —eE = —ne’x, que substituindo na equacdo do movimento d4 um mo-
. . ’, . 2 . ~ ’ —a
vimento oscilatorio: NmLfiTé‘ = —N(ne*x), cuja solugao é x ~ e~ ** sendo, portanto
(fazendo as contas):
o ne? 2
w'=— =w,
Eom

A esta onda de densidade de carga chama-se plasmdo de volume (bulk plasmon)
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5.4 INTERACCOES SPIN-SPIN: MAGNOES
5.4.1 INTRODUCAO

No estudo das excitacoes elementares feito até agora, ignoramos o spin e as interacgoes
spin-spin. O spin s6 foi considerado no ambito do principio de exclusao de Pauli. Vimos
j&, no entanto que ele era responsavel pela interacgao de escambo ou permuta. Por outro
lado também nao consideramos ainda os spins da rede de atomos.

A teoria das interacgoes electrao-electrao, nomeadamente, a das interaccao de escambo
ou permuta, ¢ um dos aspectos menos desenvolvidos da fisica do estado sélido, sendo
bastante complexa. A diversidade das propriedades magnéticas em muitos solidos esta
na base dessas interacgoes electrao-electrao. Notemos brevemente, alguns aspectos im-
portantes:

1. A fonte mais importante das interacgdoes magnéticas € a interacgao electrao-electrao
de escambo ou permuta. De facto, em primeira aproximagao, muitas das teorias do
magnetismo ignoram as interacgoes dipolo-dipolo e as interac¢oes de acoplamento
spin-orbital, considerando apenas as interac¢oes coulombianas de escambo.

2. Para explicar a ordem magnética observada em muitos s6lidos é, em geral, neces-
sario ir muito além da aproximacao do electrao independente, que constitui a base
da teoria das bandas de energia que tanto sucesso alcancou. E normalmente in-
suficiente introduzir as interacgoes electrao-electrao na teoria de bandas utilizando
campos autocoerentes.

Na nossa descricao de estados excitados consideramos sempre o estado fundamental em
que o spin resultante dos electroes de valéncia era nulo, na medida em que consideramos
que cada estado podia ser ocupado por dois electroes de spins opostos. O estado fun-
damental era o estado em que todos os niveis de energia até Fr estavam (duplamente)
ocupados e os restantes vazios. O estado fundamental teria assim momento e spin totais
nulos. Quando tomamos em conta as interacgoes de Coulomb essa condigao deixa de ser
valida.

Vimos no nimero anterior que tomando em conta a interacgao de Coulomb, e no &mbito
da aproximagao de Hartree-Fock, o estado fundamental é um estado em que todos os spins
estao paralelos. Isto é, de facto verdade se o gés de electroes for de baixa densidade—o
estado fundamental é ferromagnético (tem todos os spins paralelos).

Vamos ver, em seguida quais as excitacoes elementares deste estado fundamental.
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5.4.2 ONDAS DE SPIN EM FERROMAGNETOS: MAGNOES

A diferenca em energia entre o estado fundamental de Hartree-Fock (ferromagnético) e
o estado excitado de mais baixa energia que é um estado em que um (e apenas um) spin
foi invertido é dada pela energia de escambo:

1 1
E; — By = (¥ > Vicheheper| W) = 5 > i (5.99)
k£k! i#£j

em que J;; é o integral de escambo ou permuta.

Todos os estado excitados ¢) com todos os spins paralelos menos um sao degenerados, e
devemos tomar uma combinagao linear ¥ = 3" a;).

Esta excitagao (inversdo de um spin) pode ser tratada de modo idéntico a outros ja
encontrados, como a criagao de fonoes e de plasmoes. A energia da excitagao vai espalhar-
se por todo o cristal, podendo a excitagdo ser descrita (em coordenadas normais) em
termos de oscilagoes colectivas dos estados de spin que se designam por magnoes.

Para descrever este tipo de excitagao elementar nao vamos usar a aproximagcao de Hartree-
Fock, mas sim um formalismo mais geral. Os spins, cuja correlagao no ferromagnetismo,
ou em outros fenémenos relacionados, dao origem a momentos magnéticos espontineos,
estdo, em geral localizados nos dtomos da rede (ndo estdo necessariamente associados
apenas aos electroes de condugdo). Além disso, os dtomos da rede podem ter varios
electroes que contribuem para o spin total de cada dtomo. O estado ferromagnético é
entao o resultado da interaccao de escambo entre os spins totais dos diferentes dtomos
da rede.

O hamiltoniano de escambo pode ser escrito da seguinte forma devida a Heisenberg:

Hpermuta = — Z Ji;S;.S;| Modelo de Heisenberg (5.100)
i#]

em que S; e S; sao os operadores de spin total associados a cada atomo. A soma ¢é sobre
todos os pares de atomos da rede.

Um estudo detalhado do modelo de Heisenberg conduz-nos a excitagoes colectivas ou
ondas de densidade de spin (Fig. 5.22) em que os quanta associados tém o nome de
magnoes. O espectro de magnoes é semelhante a um ramo acustico de fondes. Se a
rede tiver uma base (de 4tomos com spin) poderao existir ramos equivalentes aos ramos
oOpticos.

Antes de mais convém rever os operadores e os estados de spin.
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cq_*""‘j) c:”?:) CT> <

> <

Figura 5.22: Onda de spin num sélido unidimensional.

Se cada iao, dtomo ou molécula tiver um electrao desemparelhado, o ntimero quéntico
de spin total é S = %, e as componentes em z tém ntmeros quanticos mg = :l:%.

O operador de spin S tem componentes em z, y e 2: S = S, + 5y + 9, sendo validas as
seguintes equagoes de valores proprios:

1
S’Za:§o¢

1
Szﬁ_ 5/8
SQa:S(S—i—l)a:%a

Convém também recordar a representacao matricial dos operadores de spin, pelas matri-

1{0 1 1{0 —i 1{1 0
Sm:— S:— Sz:—
2(1 o> Y 2(2’ 0) 2(0 1)

Sao também tteis os seguintes operadores sobe e desce de spin:

zes de Pauli:

St =8, +iS, S =Sz—iS,

tais que

STa=0 STf=a S a=8 S 5=0
Estes operadores satisafzem as seguintes regras de comutacao:
[Sx,Sul =18, (A p,v=uzy,z)
[S*,57] =5t~ — S5~ 5t =28,
[S7,8.] =878, 8.8 =8~
[S.,5%] = 5.8% —5tS, = 5+
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Recorrendo aos operadores de spin podemos calcular o valor expectavel do hamiltoniano
de Heisenberg, (5.100) no caso de S = %, para um par de indices ¢, j:

1
Eyy = —Jijlaicy|Si-Sjlaiag) = =7 i
1

A diferenca em energia entre estas duas configuragbes é portanto J;;/2 e a diferenca
entre um estado no qual todos os spins estao alinhados menos o spin de indice i e o
estado fundamental com todos os spins paralelos é > ot Jij/2, valor que esta de acordo
com a expressao (5.99). A interac¢do de permuta é assim formalmente reproduzida no
hamiltoniano de Heisenberg, como sendo explicitamente uma interacgao spin-spin.

Uma vez que a interacgao entre os vizinhos mais préximos é dominante, vamos limitar-nos
a esses termos.

Consideremos entao uma rede com um atomo de spin total S por célula primitiva. Se N
for o namero de células primitivas (ntimero de atomos) e se cada atomo tiver v primeiros
vizinhos, podemos escrever:
i=N,j=v 1
_ _ +g- . g gt
H=-JY 8.8=-J > [S,»Z.sz +5 (887 +87.57) (5.101)
i#£j i=1,j=1

em que J é o integral de permuta entre os electroes ¢ e j.

Tomando uma fun¢ao de onda da forma
o) =[] 19 (5.102)

podemos, recorrendo as formas dos operadores de spin, obter a energia do estado funda-
mental (com todos os spins paralelos), Ey:

i=N,j=v
By = (WolH|¥g) =—JS* Y  1=-JS*vN (5.103)

i=1,j=1
Consideremos agora o estado excitado com todos os spins paralelos menos um, o spin de
indice m: A funcao prépria pode obter-se aplicando o opeardor S, a Uy:
v, =5,,Y
e o valor préprio de H pode obter-se:
1
HU,, =T [Sizsjzsm +5 (Si+Sj= S+ Si-Sj+Sm-) | o
i)
HU,, = EyU,, +2JS Z (U,, —W,/);  m' = vizinhos de m

m
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Uma vez que todos os estados U,,, (com diferentes valores de m) sdo degenerados, temos
que tomar como func¢do propria uma combinacdo linear de todos os ¥,,:

U, = Zam\llm (5.104)

O indice 1 indica que s6 um spin foi invertido.

Atendendo a simetria translacional que implica que as fungoes proprias devem satisfazer

o teorema de Bloch, podemos tomar os coeficientes a,, como a,, = iNelk'R’", sendo R,

a posicao do atomo m. k tem valores na primeirra zona de Brillouin. Vem entao:
1 .
HU, = \/—N;elkﬁmﬂ U, = [Eo+2J0S(1 — )] ¥ (5.105)

com 1
ik.d,
23 ik, : dp =Ry — Riy 5.106
Vi " 2 e com ( )

Das expressoes anteriores, podemos concluir que a energia desta excitagao elementar é:

]Ek—EOZQvau—%)\ (5.107)

Vejamos, a titulo de exemplo, a forma da excitacao para o caso de uma cadeia linear de
atomos. Atendendo a que o d4tomo de indice m tem dois primeiros vizinhos separados
pelo pardmetro de rede a, obtém-se para y:

1 . _
=g (e 4 e~ ) = cos ka
e portanto,
k
Ek—Eo:4JS(1—cosk:a):8JSsen27a (5.108)

que é a curva de dispersao da excitacao em funcao de k.

Esta excitacao é uma oscilagao nas orientagoes relativas dos spins da rede, como se vé
na Fig.5.22. E uma onda de spin ou magnao.

Para quantizar as ondas de spin podemos fazer o seguinte raciocinio:

No estado fundamental todos os spins estao alinhados paralelamente. As suas componen-
tes em z tém o valor maximo S. Os estados excitados podem ser descritos especificando
de quantas unidades os valores de S, diferem do valor maximo.

A energia da excitagdo menor, correspondente & excitagao mais elementar é dada por

1 .
E,—Ey=2JvS(1—); == thedynr d, =R, — R,y
L 0 vS(1—7); com A » ; e e
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e propaga-se por todo o cristal. A semelhanga do formalismo que usdmos para os fondes,
podemos usar coordenadas normais e definir frequéncias proprias, tais que

hwp =2J 08 (1 — ) (5.109)

que sao os quanta de energia da excitagao ou magnoes. Os magnoes sao, assim, excitagoes
colectivas do estado ferromagnético.

Podemos entao escrever:

Hpcisenberg = Z hwkb:bk + interacgoes (5.110)
k

em que os operadores b, (by) criam, (aniquilam) magndes.
Poderia demonstrar-se formalmente que os magnoes sao quase-bosoes.

Um argumento simples é o seguinte: a criagao de um bosao implica a inversao de um
spin em N. Portanto a fungao de onda do sistema com um spin | no seio de spins T,
é essencialmente idéntica ao estado fundamental (com todos os spins 1) a menos de um
erro 1/N. Se criarmos um novo magnao, i.e., se invertermos um novo spin, continuamos
a ter uma funcao de onda que é essencialmente a do estado fundamental, com um erro
de 2 em N. Portanto, para um ntmero de bosoes baixo comparado com N, um estado
pode ser ocupado por um niimero de magndes maior do que um. E neste sentido que se
diz que os magnoes sao quase-bosaes.

5.4.3 ONDAS DE SPIN EM REDES COM BASE. FERRI E ANTIFERROMAGNETISMO
Para redes com uma base de atomos (mais do que um) obtém-se, de modo anélogo ao
caso dos fondes, varios ramos no espectro de magnoes.

Se houver uma base com mais do que um atomo, naturalmente que cada dtomo da base
pode ter um spin diferente ou orientacao diferente. Isso leva & necessidade de considerar
sub-redes constituidas por cada tipo de dtomos relacionados por translagoes.

Exemplos:
1. Para duas sub redes com spins opostos, mas de modulo diferente, a resultante, em
cada célula sera a diferenga dos spins. Temos o que se chama um ferrimagneto.

2. Se as duas sub redes tém spins opostos, mas do mesmo médulo, a resultante é nula.
E um antiferromagneto.
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P NI Bt

Ferromagnético Antiferromagnético Ferrimagnético

>0 J<0

Figura 5.23: Ferromagnetismo, antiferromagnetismo e ferrimagnetismo.

Nestes casos, as sub-redes dao origem a equagoes acopladas, tal como vimos no caso
dos fondes com mais de um atomo por célula e também no caso das bandas CL (de
combinagoes lineares.

5.4.4 FERROMAGNETISMO NA VIZINHANCA DA TEMPERATURA DE CURIE

O conceito de magnoes como excitagoes colectivas so6 é aplicavel quando o desvio relati-
vamente ao estado fundamental do sistema de spins (ferromagnético) é pequeno. Acima
de uma dada tempeartura critica, chamada temperatura de Curie, a magnetizagao es-
pontanea desaparece.

Para estudar o comportamento na vizinhanca da temperatura de Curie vamos usar uma
aproxiamgao designada por aproximagao do campo molecular.

Na presenca de um campo externo, B, ha que acrescentar ao termo de interacgao entre
spins, o termo relativo a interacgao dos spins com o campo magnético:

N
H=-> J;Si.S;—gusB.)_S; (5.111)

i#j i=1

em que pup ¢ o magnetao de Bohr e g é o factor de Landé ou razao giromagnética do
electrao (g =~ 2).

Este hamiltoniano nao se pode resolver porque o 1° termo nao é linear. Pode, no entanto
fazer-se a aproximagdo do campo molecular que consiste em tomar o valor médio (S;)
dos spins de indice j:

H=-Y |gusB+ > NJ;(S;) | S (5.112)
i=1 J=1(#0)
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Susceptibilidade Magnética

A susceptibilidade magnética é dada por

_MN,U,()M
X“H~ B

uma vez que B = ugH (ver apéndice B sobre unidades).
A susceptibilidade assim definida é adimensional.

Aparecem na liteartura a susceptibilidade por unidade de massa que seré x/p em que p
é a densidade e a susceptibilidade molar que sera xVys (Vs =volume molar).

Das equacoes do apéndice B pode deduzir-se
B = po(1+x)H
sendo xs1 = 4T Xcgs

Pode fazer-se p, = (1+ x), e

e —

em que pu é a permeabilidade e py a permeabilidade do vécuo.

A susceptibilidade magnética total de um solido é, em geral, a soma de varios termos,
nomeadamente, a susceptibilidade diamagnética xp, (negativa) devida a correntes in-
duzidas que se geram quando se aplica um campo magnético e que tendem a blindar o
campo aplicado; a susceptibilidade paramagnética, xg, (positiva), devida aos spins dos
electroes desemparelhados; a susceptibilidade de Van Vleck, xyy, que aparece nos metais
e ¢é devida a mistura das bandas de valéncia com a bandas de condug¢ao na presencga de
campos magnéticos; e a susceptibilidade orbital de Landau devida aos efeitos das orbitas
de Landau.

XT =XDt+Xs+tXxvv +XL

N Z €2
4m

(r?)

Xs = paramagnetismo (Pauli ou Curie); Metais: Pauli: xp = po u% D(EFr)

xp = diamagnetismo = —

xvv = Van Vleck

1
Xz = Orbital Landau = 3 XPauli
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Além do campo externo, B, surge, assim, um campo interno médio, Bj;, chamado campo

de Weiss:

N
1
Bu=— > JulS) (5.113)
THB =itz

Atendendo a que o momento magnético p,,, € da forma ., = g 1g(S;), podemos escrever
a magnetizagao, ou momento magnético por unidade de volume,

M =N p,, = gpup(S;)N (5.114)

donde se conclui que o campo interno é dado por:

vJ

By =AM;  A=— o
" 9°up N

= constante de Weiss (5.115)

Com esta constante de Weiss é possivel calcular a temperatura de Curie.

Para isso facamos o seguinte raciocinio: consideremos a energia de um momento magné-
tico, u,,, na presenga de um campo, B:

E=-u,,.B=—p,Bcosb (5.116)
sendo 6 o angulo que u,,, faz com B.

Nos casos mais usuais (kg1 >> gupB), para os quais é valida a distribui¢ao de Boltz-
mann, podemos dizer que o nimero de ides ou &tomos cujos momentos magnéticos estao
orientados segundo o angulo @ (i.e, com energia E = —u,,Bcosf) (B = |B|)!® por
unidade de angulo soélido serd dado por

n(6) = ngetm B eos0/ksT (5.117)

em que ng € o nimero total de &tomos no mesmo angulo sélido. Por outro lado, o niimero
total de 4tomos por unidade de volume, NN, serd o produto de ng pelo dngulo solido da
esfera que é 4. Sera entdo ng = N/4w.

Para as temperaturas e campos habituais, o expoente da expressao (5.117) é pequeno e
podemos expandir a exponencial em série e tomar s6 os dois primeiros termos. Teremos

entao N
n(f) = o (14 pmBeosO/kpT) (5.118)

T
E facil verificar por esta expressao que havera um maior nimero de momentos orientados
paralelamente ao campo (cos @ = 1) do que antiparalelamente (cos = —1) pelo que num

16Para representar vectores usa-se normalmente o negrito (bold) e o médulo do vector em roman (normal)
como em B = |B|

227



INTERACCOES SPIN-SPIN: MAGNOES

dado volume havera um momento magnético efectivo e consequentemente magnetizagao.
Temos entao
M= Zum cos 0; (5.119)
i
somatorio que &, de facto, o integral da distribuicdo angular n(6) estendido a todo o
espaco €2. Uma vez que o elemento de angulo sélido df) = 27 sen 0df, teremos

M = / n(0) iy, cos 027 sen Hdf
0

Substituindo n(#) pela expressao (5.118) e integrando, obtém-se!”

_NM%@B
T 3kgT

Mo M
B

Atendendo & definicao de susceptibilidade x =

N pop?

= 0T (5.120)

Se atendermos a que pZ, = g>u%(S?), e (5%) = S(S +1) teremos p2, = g?u%S(S+1) e

Nguop%S(S+1) C . .
— == | L 121
X 3T T ei de Curie (5.121)

Vé-se assim que a componente paramagnética da susceptibilidade, para o caso em que as
interacgoes sao desprezaveis, é inversamente proporcional & temperatura. Esta relagao é
conhecida por lei de Curie. C' é a constante de Curie.

Se houver momento angular orbital, L, além de spin, S, devemos usar: J = L + .5, tal
que J%)p = J(J +1)h? e portanto (J?) = J(J +1). (Nao confundir este J, n° quéantico
de momento angular+spin, com o integral de permuta que designamos pela mesma letra)
Teremos também

JIT+1)+S(S+1)—-L(L+1)
2J(J +1)
O nimero efectivo de magnetoes de Bohr é:

per =9V I(J + Vg = g, = g2 ugJ (T +1) (5.123)

Na tabela 5.2 dao-se os valores dos momentos efectivos de alguns iGes tipicos.

g=1+ (5.122)

Quando existem interaccgoes ferromagnéticas ndo desprezaveis, a susceptibilidade para-
magnética é em geral da forma

C C . C
Mff(BJr)\M)7 ou MﬁT—C)\B’ ou ainda MﬁT—Tc

B (5.124)

17 [ cosOsenfdf = 0; [ cos® Osenfdf = 1/3
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Tabela 5.2: Mometos magnéticos efectivos de alguns ides

JTao  Configuracao electronica ey

Co?* [...d% 4.8
Fe3+ [...d"] 5.9
Fo2+ [...d% 5.4
Dyt [...4f°552%pf) 10.6

Acima da temperatura critica T, a susceptibilidade, x, aumenta com (T — T,)~*

Podemos escrever de uma maneira mais geral:

C

= T4 6 Lei de Curie-Weiss (5.125)

X
A constante de Weiss, © (ou T,), pode ser negativa ou positiva consoante as interacgdes
sao ferromagnéticas ou antiferromagnéticas, respectivamente. E usual utilizar © quando
as interaccOes sao antiferromagnéticas e T, quando sao ferromagnéticas.

[ C C
X=T X=T.T, X=T+0

X

0 T

Figura 5.24: Vdrios tipos de susceptibilidade magnética.

5.4.5 MAGNETISMO ORDENADO DOS ELECTROES DE VALENCIA E DE CONDUCAO

O modelo até agora s6 considerou a interac¢ao de permuta entre spins localizados nos
vizinhos préximos.

Ocorrem por vezes interacgoes a longas distancias por intermédio de d4tomos ou ides
paramagnéticos que transmitem a interacgao. E o exemplo do MnO: cada electrao d
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Tabela 5.3: Parametros magnéticos de alguns materiais

Material Mg (T =0K)? jios/up (T =0) T./K

Fe 1740 2.22 1043
Gd 2010 7.1 292
Dy 2920 10.0 85

GdsFe;012 605 16 564

interactua com um dos dois electroes p do par de electroes externos do oxigénio. Isso
implica uma interac¢ao entre os electroes d do Mn, dando origem a super-escambo ou
super-permuta.

H4a também a interacgao indirecta na qual os electroes desemparelhados da rede de ioes
interactuam com os electroes de condugdo. A informagao do estado de spin de um dado
atomo é transmitida a outro pelos electroes de condugao. Como nao querem violar o
principio de exclusao de Pauli vao adaptar-se as circunstancias e sentem a interacgao—
interacgoes de Ruderman-Kittel.

O grupo de metais ferromagnéticos mais importante é o grupo dos metais de transigao
(Fe[d®], Cold®], Ni|d'°]. Nestes metais, os electroes cujos spins dao origem ao ferromagne-
tismo nao sao localizados, sao electroes itinerantes. Nesses metais, como ja vimos quando
estudamos a estrutura de bandas, as bandas 4s e 3d estao sobrepostas (Fig.5.25). Para

D(E)

3d

4s
A A N
— >

Fe Co Ni Cu E

Figura 5.25: Representacao esquemética da densiadde de estados nos metais de
transicao.

o cobre, Ep situa-se acima da banda 3d, que fica totalmente preenchida. Nos outros
metais Er situa-se no seio da banda 3d, havendo electroes d desemparelhados que dao
origem a momentos efectivos de acordo com o namero de electroes desemparelhados. Do
grafico, vé-se que depois de se considerar que o nivel de Fermi dos dois sub-sistemas (de
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Figura 5.26: Representacao esqueméatica de como as bandas de energia, num

metal de transicao, podem separar-se em dois sub-sistemas de spins opostos e
dar origem ao ferromagnetismo de bandas.

spin T e | se estabilizou, existem no estado final mais electroes de spin 1 do que de spin
}, dai resultando um um ferromagnetismo chamado ferromagnetismo de bandas.

5.4.6 OS MATERIAIS REAIS

Num material real, a magnetizagao nao é homogénea mas sim distribuida por dominios
ferromagnéticos, com orientagoes diferentes, Fig.5.27. Em principio, num volume de ma-

N A VAR
—— 7 —
L z L AN
I~ 1 S—_—1
L 1 1
L AN 1 1
L A A} 1
L \ —— A |
] a p— 1 L\_+
A A\ 1
A} 3 1
] y.4 1
Z 1
yA —_— -
AT |
Z o — 2
L \
L Z AN
— \ .
AN 2. AY
— N _E 1
/ A Y X

a) na auséncia de campo aplicado  b) na presenca de campo aplicado

Figura 5.27: Efeito de um campo sobre os dominios ferromagnéticos.

terial relativamente pequeno, deveriamos ter, abaixo de T, todos os momentos alinhados,
e consequentemente uma magnetizagao de saturacao Mg. Num material real, o que se
observa é que o alinhamento dos momentos esta dividido em dominios dentro de cada
um dos quais os momentos magnéticos estao alinhados. Quando submetemos uma peca

de material a um campo aplicado intenso, os momentos magnéticos dos varios dominios
vao alinhar-se.
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Caracteriza-se o material pelas curvas de magnetizacao B(H) como se exemplifica esque-
maticamente na Fig.5.28.

B, B
| S| — r
Max
“d
H
a) Material sem histeresis b) Material com histeresis

Figura 5.28: Curvas de magnetizagdo. Em a) temos a curva de um material
macio, que responde rapidamente a ac¢ao do campo. Em b) temos um material
duro que retem magnetizacao quando se retirou o campo ou se inverte. FEsta
histeresis é funcao da temperatura, sendo possivel desmagnetizar um material
por aquecimento.
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5.5 INTERACCOES ELECTRAO-BURACO. EXCITOES

Em isoladores e em alguns semicondutores, ha excitacoes elementares bem definidas com
energia no interior do hiato que separa a banda de valéncia da banda de condugao, em
consequéncia da interacgdo de Coulomb entre um electrao excitado da banda de valéncia
e o buraco que 14 deixou.

Estas excitagOes sao os excitdes e correspondem a estados ligados de pares electrao-
buraco. Sao electricamente neutros e podem transportar energia sem transportar carga.

Tal como os plasmoes, os excitoes sao quase-bosoes. Embora tenham spin inteiro e os
estados do hamiltoniano do par electrao-buraco sejam estados proprios, nao sao verda-
deiros bosoes. De facto, as relagoes de comutagao dos operadores de criagao e aniquilagao
de excitoes diferem das regras de comutacao dos operadores para os bosoes puros—as
fungoes de onda de estados multi-excitoes construidas com funcoes de onda de estados de
um s6 excitao nao sao ortogonais. No entanto, as propriedades nao-bosénicas de excitoes
separados nao impedem que o gas de excitdes possa ser considerado como um gas de
bosoes.

Como veremos, os excitdes propagam-se nos cristais e podem ser descritos por fungoes
de Bloch, o que implica que se possa considerar que formam bandas, tal como outras
quase-particulas.

5.5.1 ESTADO FUNDAMENTAL E ESTADOS EXCITADOS

A energia electronica do estado fundamental de um so6lido na representacao de Bloch é
dada por

2
Ey = 22 (mk| — ;—mVQ + V(r)|mk) + Z (mk, mk’|g|mk, mk’) — % Z (mk, mk'|g|mk’, mk)
k K/ #£k Kk/#k
(5.126)
em que |mk) sdo os estado da banda de energia de indice m, V(r) é o potencial médio
devido as interacgoes electrao-iao, e g(r,r’) = €?/4neg|r—r'|. Nesta aproximacio os elec-
troes sao considerados quase-particulas (sem interac¢oes)—estados monoelectronicos—e

as fungoes de onda |mk) sdo determinantes de Slater.

E conveniente rearranjar esta expressao de modo a que as fungoes de Bloch sejam solugoes
da equagao
hQ

“2m

V2 4+ U(r)|mk) = E,,(k)|mk) (5.127)
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O potencial U(r) que aparece aqui ¢ a soma do potencial sentido por um electrao de-
vido aos i0es da rede V(r) com a interacgdo média electrao-electrao, W(r), ou seja
U(r) = V(r) + W(r). Portanto, o primeiro termo da direita de (5.126) é da forma

(mk|Ep (k) — W (r)|mk) (5.128)

A energia monoelectrénica que devém da equacao de Hartree-Fock quando se usam fun-
¢oes de Bloch é

W (k) = (mk]|Ep, (k)= W (r)|mk)+Y _ 2(mk, mK'|glmk, mK')— Y " (mk, mK'|g|mk’, mk)
k’ k’
(5.129)

em que a soma sobre os spins ja esté incluida. A energia do estado fundamental (5.126) é
assim a soma sobre todas as energias monoelectronicas (5.129), devendo apenas metade
dos termos de interac¢ao ser contados.

Em contraste com E,,(k), as energias monoelectronicas W, (k) na representagao de Bloch
dependem da ocupagao de outros estados.

A remocao de um electrdo do estado m,k,s da banda de valéncia para a banda de
condugdo da uma contribuigdo —W,, (k) para a energia, enquanto que a adi¢do de um
electrao ao estado n,k’, s’ da trés contribuicoes para a energia:

Em primeiro lugar, a energia monoelectronica W, (k') que vem de (5.129) substituindo
m,k por n,k’ e somando sobre todos os estados k ocupados na banda de valéncia. Esta
contribuicao contém a interac¢ao com a banda de valéncia cheia. Devemos entao subtrair
a interaccao do electrao da banda de condugao com o electrao do par m, k, +s. Isso da
uma contribui¢ao 2(nk’, mk|g|nk’, mk) + (nk’, mk|g|mk,nk’). Fica a interacgdo entre
os electroes n, k', s’ (na banda de condugdo) e m, k, —s’ (na banda de valéncia).

Agora temos de considerar as possiveis direc¢oes de spin, que, como no caso do atomo
de hélio, no primeiro estado excitado [1s(1)2s(2)] dao origem a um estado tripleto e
um estado singuleto (ver Fig.5.30. Devido ao requisito de antissimetria imposto para
as fungoes de onda, pela troca de dois electrées, as componentes de spin tém de ser
simétricas ou antissmétricas (ver Fig-5.30):

a(l)a(2) S=1, M,=1

—~

[a(1)B(2) + B(1)(2)] S=1, M,=0 (5.130)

Sl- -

Os trés primeiros estados de spin contituem o tripleto (S = 1) e o quarto, o singuleto

(S = 0).
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Temos portanto de escolher as combinagoes lineares apropriadas para os obter estados
com as devidas multiplicidades.

Feitas as contas, teremos para a energia de interacgao, a interac¢ao de Coulomb do par
mais (no estado singuleto) ou menos (no estado tripleto) a energia de permuta. Esta
contribuicao e a segunda contribuigao cancelam-se parcialmente e obtemos para a energia
de excitagao

E
En,k
1
1
ko |
En < H
K k
En [-Kb

/ Em i

Figura 5.29: Diagrama esquemético de um excitao na representacao de Bloch.

AW = W, (K') — Wy, (k) — (nk’, mk|g|nk’, mk) + 2 65 (nk’, mk|g|mk,nk’)  (5.131)
em que § é igual a 1 para o singuleto e igual a zero para o tripleto (Fig.5.30)

A equagdo (5.131) s6 contém explicitamente os vectores k do electrao de valéncia e do
electrao de condugao. Esta descrigao nao é, no entanto, a mais adequada, pois ignora o
facto de que o par electrao-buraco ou excitdo constitui uma entidade individualizada—uma
quase-particula, um quase-bosao—que se propaga no cristal, mantendo a sua identidade,
pelo menos, durante algum tempo (o tempo de vida).

Passemos entao a uma descricao em termos de pares electrao-buraco, ou excitoes.

O electrao criado na banda de condugao terd o momento cristalino k’ e o spin s’ do
electrao aniquilado na banda de valéncia. Assim sendo, o momento resultante e o spin
do buraco na banda de valéncia apds aniquliacao do electrao sao k, = —k e s, = —s.
Para o excitdo (como um todo) vem K =k’ —k =k, —kp, 0 = s — s = s, — 3.

Para obter os valores da energia nesta nova descricao devemos realizar uma mudanga
de base, fazendo cominacoes lineares dos determinantes de Slater |mk) e diagonalizar a
matriz da energia na nova base |mnK).
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(@ ;

al M G ——mm—
)
L
+1
i u #
So S, T1
(b) 2
a3y - Proy BB, a1l + Pray oo,
5=0, M=0 5=1, M=-1 5=1,M=0 5=1, M=1,
Y
Singlet Triplet
(€) 51 _
...,,__.I'Ttersystem crossing I AEg=2K
A
% —T,
o Fluorescence
u "+ Phosphorescence
50 7 &

Figura 5.30: a) Estados singuleto e tripleto num esquema de niveis de orbitais
(HOMO e LUMO). Neste esquema, as energias de Coulomb e permuta estao
incluidas nas posi¢oes das orbitais fronteira. Para o estado tripleto s6 esté re-
presentada uma configuracdo de spins. b) Diagrama vectorial ilustrativo das
orientagoes relativas dos dois electroes nos estados singuleto e tripleto. Os spins
precessam em torno de um campo magnético local na direc¢ao z. As confi-
guragoes anti-paralela e desfasada de 180° correspondem ao estado singuleto,
enquanto que as outras trés correspondem ao estado tripleto. c¢) Diagrama de
niveis de energia dos estados singuleto e tripleto e indica¢ao das transi¢oes ra-
diativas (a cheio) e ndo radiativas (a tracejado). Num esquema de bandas de
energia os niveis fronteira HOMO e LUMO devem ser substituidos pelos topos
das bandas de valéncia e conducao, respectivamente
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Atendendo & simetria translacional, que implica que as fungoes de onda do par devem
satisfazer o teorema de Bloch (sdo, tal como as |mk) func¢oes de Bloch), ou seja, devem
ser da forma

em que R é o centro de gravidade, ou centro de massa, do par e K = k., — k.

Para prosseguir deveriamos exprimir as fung¢oes |mnK) em termos de somas de fungdes
|mk) e construir e diagonalizar a matriz de transformagao.

Consideraremos seguidamente os casos limites da interaccao electrao-buraco ser fraca e
forte, em que o problema é relativamente simples.

5.5.2 EXCITOES DE WANNIER E SUA REPRESENTACAO

Os excitoes de Wannier sao pares electrao-buraco fracamente ligados e deslocalizados.

Na aproximagao da massa efectiva as energias do electrao e do buraco sao respectivamente
(ver Fig.5.29)

21.2 21.2
UL S

W,(k)=E, +

2m. © 2my,

em que F, e E,, sao os topos da banda de condugao e da banda de valéncia, respectiva-
mente, sendo portanto E,, — F,, = Eqg, o valor do hiato.

Do ponto de vista formal, o par electrao-buraco (no seu conjunto) constitue um problema
idéntico ao do atomo de hidrogénio—duas cargas de sinais contrarios em interacgao.
Naturalmente, a interac¢ao mais importante é a interacgdo (atractiva) de Coulomb

62

(v mlglnr,m) = T

em quer =r, —Ir, e n e m sao bandas de energia de condugao e de valéncia, respecti-
vamente.

A equagdo de Schrodinger Hiy = Et para o par sera

L S L B
2me ¢ 2mp " dmep|re — 1|

) wewc = Eezc wexc (5132)

Podemos separar esta equagao em duas: uma respeitante ao movimento do centro de
massa do par como um todo e outra para o movimento relativo das duas entidades. Para
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tal, convém usar novas coordenadas, nomeadamente as coordenadas do centro de massa,
R, a distancia entre o electrao e o buraco, r, e os respectivos vectores k e K:
Mele + MpTh
r=r.,—rp =
Me + My,
meke + mpky,
k=——° "= K=k, -k
Me + My,

Usando as novas coordenadas e momentos, podemos entao escrever a equagao de Schro-
dinger

h? 9 R _, e?
T L) 5. - =5 1
{ 2(me + mn) Ve + 2 N 47T€0|I‘|:| } Yexe exc Yexe (5.133)

O primeiro termo da chaveta corresponde ao movimento do centro de massa do par
electrao-buraco e o paréntesis recto ao movimento relativo, que é idéntico ao problema
do atomo de hidrogénio.

O movimento do centro de massa, que s6 tem energia cinética tem como solu¢ao uma onda
plana da forma 1), = KR
atomo de hidrogénio tem naturalmente uma solugao idéntica & do 4tomo de hidrogénio,

pet 1
32722 h? n?-

. 2 2 .« 1A .
, sendo o valor da energia 2 O termo idéntico ao do
2(me+mp)
da forma Fj,¢p,, € um valor da energia — Podemos entao escrever a equagao

i e’ 1 iK.R iK.R
2(me +mp) - 3272 g2 h? n2 € Fotm = Eegce Frem (5.134)

em que Fjn, s@o fungdes idénticas as fungoes de onda do atomo de hidrogénio.

A funcéo de onda do excit@o é portanto da forma (a menos de factores de normagao)

Yeze = € ném

que é, naturalmente uma fungéo que satisfaz o teorema de Bloch (ver Fig.5.31)

No contexto desta aproximacao, de Wannier, é habitual introduzir uma permitividade
eléctrica efectiva € = keg (em que k é a constante dieléctrica efectiva) ficando a energia
do excitao E,(K) no esquema de bandas de energia

pet 1 h? K?
3272e2h2n?  2(me + myp)

E.(K) = Eg (5.135)

a qual consiste na diferenga F entre as bandas de valéncia e de condugao—o hiato—,
menos a energia de ligagdo (correspondente & energia do atomo de hidrogénio), mais a
energia cinética do centro de gravidade do excitao (Fig.5.32). Os valores da energia dos
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F;zf,m

Rede cristalina

Onda plana
eiK.R

Figura 5.31: Funcgao de onda de Bloch para o excitao.

A
E
E.=Eg
IEEXC
E, (K)
Eg
0+ Ey

Figura 5.32: Diagrama de niveis de energia para o excitao.
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excitoes sdo da ordem de 2 a 6 meV, paran = 1. A funcdo de onda F, 4, é (idéntica a
do atomo de hidrogénio para o estado 1s)

1 _ emg
e/ aexe

3 ’ Qexe =
VT Qege

em que mg ¢ a massa do electrao e ag = 0.529 A, o raio de Bohr, sendo os valores tipicos
do raio do excitdo, aege, da ordem de 100 A, valores que sdo muito maiores do que as

Fném = ao

distancias entre atomos.

5.5.3 EXCITOES DE FRENKEL

Os excitoes de Frenkel sdo fortemente ligados, e sdo localizados—o buraco esta no mesmo
atomo que o electrao ou na sua proximidade.

Um excitao de Frenkel ¢ descrito como um estado excitado de um atomo (ou molécula),
mas a excitacao pode deslocar-se no cristal, tal como os excitoes de Wannier.

A propagacdo de um excitdo de Frenkel pode ser descrita por uma funcio de onda de
Bloch como vimos na secgéo 4.5 (equagao 4.37), sendo os valores da energia FE(k) para
um caso simples de propagagao ao longo de uma cadeia, na aproximagao dos primeiros
vizinhos, dados por

em que
Hm = Eefcc

H;ix1=T, (integral de transferéncia)

O integral de Coulomb é a energia do excitdo no atomo (ou molécula) e o integral de
transferéncia é energia associada a transferéncia do excitao de um dtomo para um dos
seus primeiros vizinhos, i4+1 e ¢ — 1. Os integrais entre vizinhos afastados consideram-se
nulos: H; ji~|+1) = 0. Fazendo as correspondentes substitui¢oes, obtém-se:

E(k) = €V 4 Eepe + €715V =

= Eeze + 27T cos (ka), k=-—m; m=-——7,..,0..—

o N N (5.136)
Na 2 2

Um exemplo tipico de excitdes de Frenkel é o caso do antraceno (ver Fig.5.33). A tran-
si¢ao optica entre o estado fundamental (singuleto) e os estado excitado tripleto que é,
em principio, proibida, é, de facto permitida, sendo possivel produzir uma populagao
razoével de excitoes tripleto por irradiagao com um feixe laser de 1.80 eV. Dois excitoes
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tripletos podem combinar-se para dar um excitao singuleto de energia 3.15 €V, sendo o
excesso de energia dissipado por interacgdo com fondes. O estado Sy de 3.15 eV pode
decair para o estado fundamental Sy por uma transi¢do permitida (fluorescéncia).

3.15¢eV
1.80 eV

Y Y S

Figura 5.33: Diagrama de niveis de energia para os estados de excitoes no antra-
ceno.

A equagdo 5.130 implica a existéncia de bandas de excitdes. No caso do antraceno, a
largura da primeira banda do excitao é de 0,09 eV.

5.5.4 Processos transferéncia de energia durante a vida dos excitdes

Os excitoes de Frenkel movem-se nos semicondutores organicos por transferéncia nao
radiativa de energia entre sites (moléculas ou cadeias ou partes da mesma molécula ou
cadeia).

Sao, em geral considerados dois processos ou mecanismos:

O mecanismo de Forster, de longo alcance, e que envolve a transferéncia de energia de um
site dador para um site aceitador num tnico passo envolvendo a interacgao de Coulomby;

D*+ A (acoplamento) — D+ A"
Neste caso a taxa de transferéncia é dada pela equacao
1
k= —p?
hﬂ PE

em que pg é a densidade de estados e estd associada a sobreposicao dos espectros, J
entre a emissdao do dador e a absorcao do aceitador, 8 é o integral de acoplamento
B = (Yf|H|1;), que tem um termo de Coulomb e um termo de permuta (ezchange)

B =B = g",
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m Singlet-singlet Forster energy transfer |
Lumo Lumo
N7 ¥
AV [ A A
HOMO HOMO
| W1 I |
1p* 5 1A > ip + 1A*
Singlet-singlet energy transfer
i |
Lumo W Lumo v
=10
HOMO A |4 HOMO B i
| X7 v |
ip* + 1A > D + 1A*
Triplet-triplet energy transfer
=== 0
Lumo \Ij LUMO i
SR AAY) A A
HOMO HOMO
| X7 T v |
Dt o+ 1A 2> ) + A*

Figura 5.34: Diagramas de transferéncia de energia de Forster e Dexter.

EC ~ f%iAJ LE — 672R/LJ

fp, fa sdo as forcas dos osciladores do dador e do aceitador (que sdo proporcionais aos
momentos de transigio—quadrados dos momentos dipolares). No mecanismo de Foster
predomina o termo de Coulomb. E também um processo de ressonancia.

O mecanismo de Dexter, por vezes, chamado de curto alcance, colisional ou de permuta,
envolve a troca de electroes. Embora semelhantes, as energias de Dexter diferem das de
Forster pelo alcance da interacgao e pelo tipo de mecanismo. A taxa de transferéncia é
neste caso dominada pela interacgao de permuta

LE — o—2R/Lj
em que R é a separacao entre moléculas e L corresponde & soma dos raios de van der Waals
dos dador e aceitador. A taxa de transferéncia decai exponencialmente com a distancia

e 0 mecanismo de permuta tem um alcance da ordem dos 10 A—donde a designacio de
curto alcance. O mecanismo de troca é baseado no principio da conservagao do spin.
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Transferéncia entre singuletos:

ID*+1A—)1D+1A*

Transferéncia entre tripletos:
SD*+1A—>1D+3A*

A transferéncia singuleto-singuleto pode envolver a interacgdo de Coulomb mas a tripleto-
tripleto ndo envolve a interacgdo de Coulomb pois tal violaria a conservagao de spin.

——>> Donor excitation

—-_— = > Donor non-radiative process s

: Resonance energy transfer
Acceptor induced excitation  cseses &Y

VWV AZ  Internal conversion and vibrational relaxation
——————— Acceptor emission

. ——
2 — Energy —_—
—30—

1 Transfer

I e . SS—

—— A

RCTTTYTTT T

Resonance

Figura 5.35: Diagrama de transferéncia de energia pelo mecanismo de ressonancia
de Forster

Lumo @_ = wmo = —-H—
Y : T
[} ) | ]
! Resonance | -— ' Resonance |
i = i ;
Donor* Acceptor Doner Acceptor*

|excited danor) {excited acceptor)

Figura 5.36: Rressonancia de Forster por interaccao de Coulomb.

H& ainda um outro mecanismo de transferéncia de energia, o processo de aniquilacao
tripleto-tripleto, representado na figura 5.37: dois tripletos iteractuam aniquilando-se e
gerando singuletos.
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-——>
LUMO @ l— Lumo 1\

HOMO ¢ S -m HOMO * I l
| K7 IV v

Dt INF > p + n*

Figura 5.37: Esquema do processo de aniquilagao tripleto-tripleto

Em conclusao, as diferenca entre os mecanismos de Dexter e de Forster sdo as seguintes:

1. O mecanismo de Dexter envolve a sobreposi¢ao das fungoes de onda do dador
e do aceitador tornando assim possivel a permuta de electroes entre as orbitais
respectivas.

2. A taxa de transferéncia de Dexter decresce rapidamente (exponencialmente) com
a distancia D-A e é em geral menos do que 10 A.

3. O mecanismo de Dexter pode ser usado para produzir excitdes em moléculas de
interesse.

4. O caso especial de aniquilagao tripleto-tripleto pode promover electroes a estados
singuleto de maior energia pela troca de electroes entre dois tripletos (ver Fig.
5.38).
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2AT,

A\ 4 A4 S

0
Figura 5.38: Esquema do processo de aniquilacao tripleto-tripleto que gera um
singuleto de maior energia
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5.6 CONCLUSAO

Na tabela seguinte resumem-se as excitacoes elementares.

Tabela 5.4: Excitagoes elementares

Excitagoes colectivas (bosoes) Quase-particulas (fermides)
Fonoes Quase-electroes
(ondas de som) (electrdes com as suas nuvens de interacgoes)
Plasmoes Polardes
(Flutuagdes ou ondas de densidade de carga) (Electrdes com nuvens de fondes)
Magnoes Polaritoes
(Flutuagoes ou ondas de densidadede spin (Acoplamentos fonao-fonao)

Salienta-se, a seguir, a correspondéncia entre o hamiltoniano na notacao normal e na
notacao de segunda quantizacao:

1 .
H = E H(pi,r;) + 3 E V(ri,rj,pi,pj) = H=Ey+ E ekczck + g eqa;aq + interac.
i ij k q

quase-particulas excitagoes colectivas
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5A SEGUNDA QUANTIZACAO. REPRESENTACAO DO NUMERO DE OCUPACAO

A descrigao quantica das excitagoes elementares torna-se muito mais clara quando se usa
a representacao do numero de ocupag¢do ou formalismo de segunda quantizagdo da teoria
quantica do campo (quantum field theory), que usa como base o ntumero de particulas que
ocupam cada estado num conjunto completo de estados de particulas individuais. Este
formalismo difere da primeira quantizagao que usa como base os estados de particulas
individuais.

Nesta representagao temos de distinguir entre bosoes e fermioes.
Comecemos com bosoes.

Consideremos o hamiltoniano semelhante ao da equagao 5.30

1

H =g %: [P; Py + wi Qf Q] (5A.1)

em que @ e P sao respectivamente coordenadas e momentos generalizados. Este hamilto-
niano consiste numa soma de termos formalmente idénticos ao hamiltoniano do oscilador
harmoénico linear.

Os operadores ) e P satisfazem as relagoes de comutagao
[Qk, Prr] = th gy (5A.2)

Na subsecgao 5.2.2 vimos as definigoes e algumas das propriedades de operadores do tipo
a; e a, que permitem escrever o hamiltoniano para o oscilador harmoénico sob a forma

1
H= Z <agak + 2) hwy (5A.3)
k

Neste caso, a equagao de Schrodinger pode ser escrita sob a forma
Z a+ak+1 hw;uﬁzZ nk—kl hwgv, np=0,1,2,... (5A.4)
- k 2 - 2 ) ) Ly &

donde resulta que temos
afag =ng (5A.5)

podendo aj ay, ser interpretado como o operador mimero de particulas, que se poderia
mesmo designar por ng ou se se preferir, por 7, embora seja quase sempre facil ver se



SEGUNDA QUANTIZACAO. REPRESENTACAO DO NUMERO DE OCUPACAO

se trata de um operador ou de um valor préprio: um operador é um simbolo e um valor
proprio é um niamero real. Para n@o haver confusao vamos usar como operador a'k"ak e
reservamos o 1y para valor proprio. Se designarmos o vector proprio v deste operador

em termos do nimero de ocupacao podemos escrever a equagao HA.5 como

a;:ak|n1...nk...>:nk|n1...n;€...> (5A.6)
De 5A.2 pode deduzir-se a relagdo de comutagao para os operadores az e ay,
[ak, a:] = akaﬁ - a;ak == 5kk’ (5A7)

Os operadores az e ai tém por efeito, respectivamente:

af |nk) = Vg + 1 g + 1)

(5A.8)
ag |’I”Lk> = /N |nk — 1>
De facto, pode demonstrar-se que [tente fazer as demonstragoes!]
[a,at] =aat —ata=1
(5A.9)

l[aa™, H] = [aTa,H] =a"aH — Hata=0

Da ultima expresao, vé-se que o hamiltoniano comuta com n, tendo portanto as mesmas
fungoes proprias, isto é,
H ¢, = Ey iy
ata i, =n,
constituindo os v, o conjunto completo das solugoes da equagao de Schrédinger para o
oscilador harmonico linear.

(5A.10)

Atendendo a 5A.9 e 5A.10 podemos calcular
ata(a™,) = a®(aaty,) = at (n+ Db, = (n+1)(at ) (5A.11)
concluindo que
atalaty,) = (n+ (a1, , (5A.12)

o que implica que o operador a' aplicado a 1, faz subir o indice n de 1. De facto,
aplicando a™ a 1), vem

at, =vVn+1 v, (5A.13)

O factor v/n + 1 pode ser obtido se impusermos que 1,1 seja normada e fazendo com
que o factor ¢ que relaciona 1),, com 1,1 seja real: tomando a™,, = ct,,1 e fazendo

(Wnt1lnia) =1, vem

(Unt1|tns1) =1 = (1/02)<a+wn|a+"/)n> = (1/02)<wn|aa+|wn> (5A.14)
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e
aat =n+1 (5A.15)
pelo que
n+1 n+1
<¢n+1‘¢n+1> = (1/02)<¢n|n + 1|¢n> = T2 <"/’n|wn> = T2 =1 (5A'16)
donde
c=vn+1 (5A.17)

Analogamente, poderiamos mostrar que a é um operador, tal que

atn = Vnibn 1 (5A.18)

Os operadores a™ e a sdao chamados operadores de criagio e de aniquilagdo, respec-
tivamente, porque, quando aplicados a uma funcao de onda, criam ou aniquilam um
quantum de energia, ou uma particula (e.g., fuw). Também podem ser chamados opera-
dores de subida e de descida, porque fazem subir e descer, respectivamente, o ntimero
quantico n.

Tudo isto implica que podemos obter o vector proprio |njna ...nk...) pela aplicagdo

sucessiva do operador criagdo a; ao estado vdcuo [00 ...0...)

Ining ...ong..) = (af)"™ ... (af)" 00 ...0..0) (5A.19)

Note-se que a relagdo de comutagdo 5A.7 da qual se deduzem muitas das propriedades
dos operadores a™ e a, s6 ¢ valida para bosdes (e.g., fonoes, fotoes).

Podemos também introduzir uma representacao correspondente para fermides. De acordo
com o principio de exclusdo de Pauli, cada estado s6 pode ser ocupado por um fermido.
Os nj nos vectores proprios s6 podem portanto ter os valores 0 e 1. Temos entao para
os operadores criac¢do e aniquilagio de fermioes, que designaremos por c;: e cg, respec-
tivamente

g l0y=11), ¢ 1)=0, ¢l0)=0, c[1)=]0), (5A.20)

Temos ainda de satisfazer o principio de exclusao de Pauli, isto é, a condicao de que os
vectores proprios sejam antissimétricos: na troca de duas particulas tém de mudar de
sinal. Para definir essa troca, arranjamos os ny, por exemplo, de acordo com a magnitude
dos valores proprios correspondentes. A relagdo equivalente a 5A.19 para a construgao
de um valor préprio a partir do vicuo

01915, 1) = (=) eh e ¢ 1010205 ... 05...) (5A.21)

deve entao ser lida de modo a que sao criadas sucessivamente particulas nos estados 2,
3, ... k. A ordem dos estados é agora importante. A troca de duas particulas significa a

249



SEGUNDA QUANTIZACAO. REPRESENTACAO DO NUMERO DE OCUPAGAO

troca de dois ng, ng no vector proprio, portanto de acordo com 5A.21, a troca de dois
cx do lado direito. Para que a troca implique a mudanca de sinal

ciel = —cher (5A.22)

e correspondentemente
P = —Cp + = —c k#K 5A.23
CrCk Cr'Ck;  CkCps CprrCks ( # ) ( . )

Para k = k' a relagao 5A.22 e a primeira das 5A.23 sao igualmente validas, uma vez que
de 5A.20 os produtos cgc;: e cpcy, dao zero. De 5A.20 vem que para a segunda equagao
de 5A.23

ey |0) = 10),  cferl0) =10), excf|1) =10), clexll) = 1), (5A.24)

e portanto

cwef +eper =1 ou [Ck,C;L_ = Ok (5A.25)

Conclui-se que nas relagoes de comutacao para fermioes os comutadores sao substituidos

por anticomutadores [ck, cm 4 As relagoes 5A.20 e as relagoes de comutagao levam a

equagoes andlogas a 5A.8 que descrevem o efeito dos operadores
c}“n;c) =vV1—ng (D)™ |...onp+1...)
ck|...nk...> = /N (—1)Vk |nk—1>

em que vg = » ., n;. Assim, temos sinal positivo quando ha um niimero par de estados

(5A.26)

no vector préprio a esquerda de ny, e sinal negativo quando o nimero é impar.

Resta-nos ver como converter as equagoes da mecanica quantica da representa¢io-r para a
representacao numero de ocupag¢do ou segunda quantiza¢ao. Para fazer isso consideremos
0 caso mais simples de um operador hamiltoniano H que é construido por uma soma de
hamiltonianos monoparticula h(r;): H =, h(r;).

Consideremos o caso de bosdes. A fungdo de onda, que é invariante mediante uma troca
de particulas, é uma soma de todas as permutacoes de particulas

® e ba(rn1) - Du(rN) (5A.27)

1
T VNl EP:P%(“)'

em que a soma é estendida a todas as permutagoes dos indices «, ...w, e em que N
factores tém o indice «, ng factores o indice 3, etc. O hamiltoniano pode escrever-se

H= Z h(r;)

H =" " (N[h[\) o) ax
AN

(5A.28)
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sendo

<Mm»=/@mnhm@MT (5A.29)

Para fermioes, a fung@ao de onda muda sinal cada vez que duas particulas permutam. A
fungao de onda sera portanto a soma de todas as permutacoes de pares de particulas
alternadamente com sinal mais e menos:

1
U= Nt ZP: (=) ¢, (r1) iy (r2) . .. by () (5A.30)

também habitualmente escrito sob a forma de determinante de Slater:

Ok, (r1)  Pry(r2) ... Pk ((rn)
¢k2 (rl) (,ka (1‘2) cee ¢k2 (rN)

1
Yoo ST A3
qj)kz\r (1'1) ¢1€N <r2> s ¢1€N (rN)
que em segunda quantificacao se pode, por convencao, escrever:
U(ry,ra,...orn) =cf efeh el 10y =]l 10 (5A.32)
ki

Esta representacao interpreta-se como a criagao sucessiva de electroes de momento k;, a
partir do vdcuo. A antissimetria das fungoes de onda supoe-se implicita, pelo que (5A.32)
representa o determinante de Slater (5A.31).

Podemos escrever a funcao de onda conjugada de ¥
U*(rq1,re,...,rn) = (0|Ck Chy - - - Chin_, Chin (5A.33)

E o hamiltoniano

H=> h(r;)
H = ZGk C;Ck
k

em que os € sao os valores proprios da energia das quase-particulas.

(FA.34)

Por sua vez, os elementos matriciais envolvendo dois estados electréonicos podem escrever-
se como

V) = SV her (VIO = [ 6(x) V on(r) dr (54.35)

K,k
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E a interaccao entre dois electroes

1
V(I‘l, 1‘2) = 5 Z <k4, k3 | 1% |]€2, k1>cz4czsck20kl (5A36)
k1,k2,k3,ka

em que

(ka, k3 | V k2, k1) = /d71d72¢24 (r1) ¢k, (r2) V(r1 — r2) ¢, (r2)dx, (r1) (5A.37)
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INTERACCOES ELECTRAO-FONAO. PROPRIEDADES DE TRANSPORTE

6.1 INTRODUCAO

Na descricao do modelo de bandas, os electroes num sé6lido sao quase-particulas que
ocupam estados monoelectronicos, descritos por fungdes de Bloch |n,k, o), em que n é
o indice de banda, k, o vector de onda do electrdo e o, o spin. No final do capitulo
4, vimos ja algumas das consequéncias da estrutura de bandas para as propriedades de
semicondutores.

Neste capitulo vamos ver como as interacgoes electrao-fonao influenciam as propriedades
de sistemas com muitos electroes, e em particular as propriedades de transporte.

Vamos ocupar-nos de electroes numa s6 banda, a banda de conducgao, pelo que omitiremos
o indice n sempre que nao haja ambiguidade. Também omitiremos o spin, uma vez que
nas transicoes no interior da banda de condugao a orientagdo do spin se mantém. O
electrao sera entao descrito apenas pelo seu vector de onda k.

Por seu turno, os fondes sao excitagoes da rede cristalina. O estado vibracional da rede
é caracterizado pelo numero de fonoes dos estados de vector de onda q e do ramo j do
espectro de dispersao w,(q).

A interacgdo electrao-fondao envolve a aniquilagao (absorgao) ou criagdo (emissdo) de
um fondo (q) que provoca a variacdo do estado do electrao |k) para o estado |k £ q).
Na parte de cima da figura 6.1 representam-se estes dois processos. Em primeiro lugar

k-q
k
q q
Emissdo de um fondo Absor¢do de um fondo

W" . K

Aniquilagdo de um par Criagéo de um par
electrdo-buraco com electrdo-buraco
emissdo de um fonao por um fonao

Figura 6.1: Diagramas de interaccao electrao-fonao e electrao-buraco. Se se
supuser o tempo a decorrer da esquerda para a direita, os electroes a andar para
tras representam buracos, e os graficos da segunda linha representam processos
de aniquilacao e de criagao de pares electrao-buraco.

255



EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN

estamos interessados no grau de ocupacgao dos estados electrénicos.

As propriedades dos solidos estao directamente relacionadas com a sua estrutura e mor-
fologia e com a estrutura de bandas, densidade de estados e grau de ocupacao.

O calculo das propriedades dos solidos envolve normalmente, como ji vimos, o calculo
do ntimero de electroes—a densidade electronica, n, na banda de condugao que se obtém
pelo integral

n= / D(E)fo(E)dE (6.1)
0
em que D(E) é a densidade de estados e fo(F) é a distribui¢do de Fermi-Dirac.

Os limites de integragdo implicam que a largura de banda é muito maior do que kgT.
Designaremos por fo(E) a distribuigdo de Fermi-Dirac no equilibrio termodinamico e por
f(E), a mesma, fora do equilibrio. Assim,

1

fo(E) = T eE-m kT (6.2)

na qual p é o potencial quimico (energia de Fermi termodinadmica), definido como a
energia livre de Helmholtz de um electrao que fosse adicionado a um conjunto de N
electroes, p = Fyy1 — Fy. (F =U —TS; U = energia interna, S = entropia).

Recorde-se que quando 7' — 0

limTﬁo f() =1 para FE < 12
limp_o fo=0 para E>pu

pelo que, por definicao de nivel de Fermi, como tltimo nivel preenchido a T'= 0 K, vem:
li =u=F
S = fo F

Vimos no capitulo 2, que, mesmo a temperaturas da ordem da ambiente, u difere de Ep
em apenas cerca de 0.01%, podendo quase sempre fazer-se a aproximagao

1
fo(E) = 1+ ¢(E—EF)/kpT

(6.3)

6.2 EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN

Nos processos de interacgao electrao-fonao ha troca de momento e de energia entre os
electroes e a rede. Esta interacgao é da maior importancia quando os dois sistemas nao
estao em equilibrio termodindmico. Quando se aplica um campo eléctrico a um soélido, os
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electroes sao acelerados e a energia absorvida é dissipada nas vibragoes da rede cristalina,
ou seja, com a emissao de fondes. Neste processo estabelece-se um regime de corrente
estacionaria no qual a aceleracao dos electroes pelo campo eléctrico é compensada pela
sua desaceleragao com emissao de fondes. A energia assim dissapada é a responsavel,
em particular, pelo efeito Joule (aquecimento do sélido). Quando se deixa de aplicar o
campo eléctrico, os processos de interaccao reestabelecem a situagao de equilibrio ter-
modindmico. A interacgao electrao-fonao nao é a unica responsavel pela dissipacao de
energia no sistema electronico. Muitos outros processos contribuem para essa dissipagao,
tais como a difusao devida a imperfeicoes da rede, impurezas, limites de grao, etc. Neste
capitulo limitar-nos-emos 4 interacgao electrao-fonao, e consideraremos o sélido como in-
finito e perfeito. O transporte de carga ou de energia é assim influenciado pela interaccao
electrao-fondo e constitui um dos temas mais importantes da fisica do estado solido. As
propriedades de transporte podem, em principio, ser calculadas se conhecermos o niimero
de electroes com um dado momento e num dado local, em fungao do tempo. A funcao
de distribuicao correspondente deriva da chamada equacao de Boltzmann, que pode ser
resolvida, em muitos casos, na aproximacao de um tempo de relaxagao, que é a cons-
tante de tempo do decaimento exponencial da perturbagao do sistema electronico. Além
da perturbacao do sistema electrénico devida ao campo devemos também considerar as
perturbacoes ao sistema de fonoes provenientes de variagoes da temperatura.

A substituicao da distribuicao de Boltzmann pela distribuicao de Fermi-Dirac que é equi-
valente a introdugao do principio de exclusao de Pauli, permite, mesmo utilizando um
tratamento semiclassico, obter resultados satisfatérios desde que os estados electronicos
possam ser descritos em termos de grupos de onda e se limitarmos o nosso estudo ao mo-
vimento de electroes em meios cujas heterogeneidades sejam a uma escala macroscopica.
Essa limitagao reside no facto de que a construcao de grupos de onda gera uma incerteza
na energia das particulas em estudo. No contexto desta limitagao, é possivel definir uma
probabilidade de ocupacao de estados que seja fungdo nao s6 do momento e do tempo,
mas também da posi¢ao!. Podemos escrever essa fungao de distribuigao f(k,r,t). Pre-
tendemos estudar a quantidade f(k,r,t) — a concentragao local de portadores (electroes
ou buracos), no estado k, na vizinhanga do ponto r.

A qualquer temperatura, T, a funcao de distribuicao de equilibrio seré a distribuigao de
Fermi-Dirac fo(E). Podemos obter o namero total de electroes (densidade electrénica)
numa dada regido do espaco conjunto dos momentos e das posi¢oes (espago das fases)
por simples integracao no espago dos momentos e no espago real

Em equilibrio térmico a contribuicao para a densidade electrénica dos electroes numa
banda E(k) com vector de onda no elemento de volume do espago reciproco dk é dado

1Note-se, no entanto, que o principio de incerteza implica que, em sistemas (quanticos) microscopicos
nao se possam definir simultaneamente o momento e a posi¢do de uma particula.
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por

dN 2 dk /473
B9 Gk = FLE] 5 55k = T (6.4

em que dN/dk é a densidade de estados, sendo, naturalmente, f[E (k)] a probabilidade
desses estados estarem ocupados.

Como vimos no final do capitulo 4, s6 as bandas parcialmente preenchidas precisam
de ser consideradas quando se calculam as propriedades de um s6lido. De facto, como
vimos, uma banda totalmente preenchida nao pode contribuir para correntes eléctricas
ou térmicas. Temos entao para o namero total de electroes (densidade electrénica) numa
dada regiao do espago dos momentos e do espago real,

1
dn = 4—3f(k, r,t)dkdr,  dk = d°k, dr = d°r (6.5)
7

Fazendo a restricao f < 1, satisfazemos o principio de exclusdo de Pauli.

A definicao desta funcao de distribuicao requer uma aproximacao semicléssica na medida
em que estamos, de certo modo, a especificar simultaneamente o momento e a posi¢ao
dos electroes. Procuremos agora uma equagao que descreva as variagoes da funcgao de
distribuigao ao longo do tempo e que sirva de base ao célculo das propriedades de trans-
porte.

Para tal, fixemos a nossa aten¢ao num valor particular do momento e numa posigao
particular do sistema e procuremos a derivada da fungao de distribuicao em ordem ao
tempo. Poderiamos recorrer ao teorema de Liouville que estabelece que a densidade de
pontos no espaco das fases (k,r,t) é constante ao longo das trajectorias de fase. E, no
entanto, mais simples, chegar ao resultado desejado fazendo algumas consideragoes de
ordem fisica.

Consideremos um estado ocupado, i.e. f = 1. Na presenca de campos aplicados este
estado evolui no espago das fases de acordo com as equagoes semiclassicas, mas permanece
ocupado e portanto f permanece igual a um. Se seguirmos a evolugao de um estado vazio,
f =20, f também nao varia com o tempo. Em quaisquer circunstancias, a derivada total
de f em ordem ao tempo serd nula ao longo das trajectorias no espago das fases. A
equagao % = 0 dar-nos-ia directamente uma equacao de transporte.

Devemos, no entanto, admitir a possibilidade de o electrao sofrer colisdes (processos
irreversiveis) que nao estdo incluidas nos campos aplicados. Num processo colisional, o
momento do electrao vai variar dando um salto descontinuo no espago das fases. Entao,

a _ Of

a equagao de transporte devera ser da forma g = Zp| ., em que o segundo termo
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representa a variagao da funcao de distribui¢ao devida a colisoes. Podemos agora escrever
a forma geral da equacao de transporte, que é a famosa equagao de Boltzmann.

df af ofdk afor  of

ot Tokot T arat . ot le (6.6)

Vejamos o significado fisico de alguns dos termos da equacao. O termo %1; é a variagao do

momento com o tempo, num dado ponto da trajectéria. Corresponde portanto a forga,

F, (F = hg—l;) aplicada nesse ponto e nesse instante. O termo 2& ¢ a variacdo da posicio

3t
na trajectoria para um dado valor do momento. % = +ViE(k) ¢ a velocidade do grupo

de onda, v. Podemos entao reescrever a equacao de transporte

o 0f  10f 0f

E o 8r' h 8k E col <67)

Vejamos o significado fisico desta equagao.

A taxa de variacao da funcgao de distribuicao para uma dada posi¢do e momento, tem
trés contribui¢oes. A primeira é um termo de deslocagdo—os electroes deslocam-se com
uma velocidade v e se a fungao de distribuigao varia no espaco, o nimero de electroes que
saem dessa regiao difere do nimero dos que nela entraram. O segundo termo representa
a variagao da funcao de distribuicao devida a variacdo de momento, em consequéncia da
aceleracao provocada pela forca F. Finalmente, o terceiro termo representa a variacao
da funcao de distribuicao no tempo, devida a colisdes. Se considerarmos apenas colisoes
elasticas, podemos escrever

of
ot

= o= o] - raofi - ol ek ae @)
em que o primeiro termo do integral representa o processo de dispersao de k' para k, o
segundo termo, o processo de dispersao de k para k’ e Q(k,k’) = Q(k’, k) representa a
probabilidade de transigao se k estiver ocupado e k’ vazio (ou vice-versa).

Devido a complexidade dos processos colisionais, que além do mais sao irreversiveis,
tornando o seu tratamento matemaético extremamente dificil, é usual fazer os céalculos no
contexto da aprozimacdo do tempo de relazagdo. E claro que se a funcio de distribuicao
fosse a distribuigao de equilibrio, nao haveria variacao de f devido as colisces. No
entanto, se a distribuigao difere da distribuicao de equilibrio, é de esperar que decaia
exponencialmente com o tempo para a sua forma de equilibrio. Esta premissa pode ser
posta sob a forma

of f=fo_ A (6.9)

acol: T T

em que 7 é o tempo de relaxagao.
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A aproximagao do tempo de relaxagao implica que a distribuicao das particulas dispersas
(scattered) é independente da distribuigao das particulas incidentes; que se tivermos uma
distribuicao de equilibrio inicialmente, as colisbes nao a vao alterar; e que 7 é uma funcao
das propriedades dos electroes, 7 = 7(r, k), mas ndo de nenhum mecanismo colisional
particular.

, % = 0, obtém-se

(f = fo)e = (f — fo)i—oe /7

Esta aproximacao é bastante razoavel e esta de acordo com um grande ntumero de factos

Por integragao de (6.9), atendendo a que, no equilibrio

experimentais. E, no entanto evidente que nao sera vélida nos detalhes dos processos
colisionais a nivel microscopico. Usando a forma (6.7), podemos escrever a equagao de
transporte sob a forma

O O L0 T o
ot Or h 0k T
Na maior parte dos casos, estamos interessados em estudar o efeito de campos aplica-
dos e procuramos uma resposta linear. Quer dizer que podemos escrever a fungao de
distribuigao sob a forma f = fo + f1, em que fy é a distribui¢do de equilibrio baseada

na densidade electronica média (que nao varia com a posigao) e f; é o desvio relativa-

(6.10)

mente ao equilibrio. Se substituirmos na equagao (6.10) e retivermos apenas os termos
de primeira ordem (lineares nos campos aplicados), obtemos a equa¢io de Boltzmann
linearizada.

No estado estacionario, o primeiro termo da equagao (6.10) sera nulo. Por outro lado,

fo(k) = W = folEn(k)] (6.11)

em que p é o potencial quimico e E,, (k) corresponde a banda de energia.

Podemos entao escrever (6.10) como

—vk.%—?e(E—i—vk xB).%:—% y (6.12)
substituindo f = fy + fi, vem?
v, Yogp _ _—e(EJrvk x B)kao 9N v+ _—G(EJrvk X B)w1
oT h Ot lcol h

e finalmente, fazendo fo = fo(F — u/kgT) e calculando a derivada em ordem a r:

+vi.Vef1 + —c
col h

T OE T ot (E“"‘ % B)V“fl

( %) Vk.[f E-rgr, (fe)(E - _iew)] -

(6.13)

2Representamos o gradiente (em ordem a r), por V (ou V), sendo Vy, o gradiente em ordem a k.
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Esta é a equagdo de Boltzmann linearizada (desprezamos E.V f1, que seria da ordem
de E?). Subsituindo (6.11) em (6.13), obtemos uma equagio integro-diferencial para
fi(k,r)—a distribui¢do fora do equilibrio.

6.2.1 CONDUTIVIDADE ELECTRICA

Se tivermos um campo E, num meio "infinito" mantido a T constante, entao podemos
tomar apenas o termo da equagao (6.13) que contém o campo eléctrico

obtém-se a condutividade eléctrica, o.

- [ a0 - n0o]emia 614

col

Utilizando a aproximagao do tempo de relaxagao

of A
Ot lcol N T
e substituindo na equagao (6.13), vem
0
fi = (— a—]g)Tvk.(—e)E (6.15)

Note-se que usédmos (—e) para a carga do electrdo. Se os portadores fossem “buracos”
deveriamos substituir (—e) por (+e).

Da expressao (6.15) vem para a densidade de corrente,

. 1 1 e’r 0
j= —em /kad?’k = —eﬁ /vk fLd3k = = dSka—‘g(Vk.E) Vi (6.16)

uma vez que® [ evy fo d*k = 0.
Para simplificar, vamos considerar um cristal de simetria ciibica e supor que o campo

¢é aplicado na direcgao z, i.e., E = F,. Quando integrarmos, a tnica componente da
corrente seré a componente em x. Podemos portanto substituir v por v, e fazer a média

(v2) = v?/3. Obtemos
. 2¢°TE, s, o (0fo
Je = 30 / @’k v <aE> (6.17)

que podemos transformar num integral em E*. Atendendo ainda que (—%) é uma

fungdo §(F — EF), como ja se referiu (cap. 2). De facto, a fungdo % tem um pico

3A integranda é uma fungdo impar, através de v e fo é par, i.e., fo(k) = fo(=k).

tdk = fS(E) vdkSEdE
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muito acentuado para F = Ep, como se viu—a distribuicao de Fermi-Dirac decai ra-
pidamente de um para zero, na vizinhanga da energia de Fermi, sendo portanto ofo

OFE
aproximadamente da forma de um fungao delta negativa. Vem

22T E dsS
= ———2 [ dE 25(E—-FE 1
7= T302n) | /S(E) v )] (6.18)

Integrando em F ao longo da superficie de energia constante e utilizando a expressao da
velocidade. Obtém-se entao

2¢2TE, ds 1 227 FE, 1
o = z —(VrE)*§(E-E =7t/ ds
7= 36mP s (Va2 B OEE) = 5600w g e

1
h

(ViLE)d(E—EF)

(6.19)
que se pode integrar em superficie tendo em conta que a func¢ao 6(E — EF) implica que
a integragao seja ao longo da superficie E = Ep, podendo-se extrair a condutividade

627'

em que

1 / 1 / ‘ 1 ’
Vp) = — dS|v(k)| = — dS |(=ViE
(vr) Sr Json) [v(k)| S Json (7 ViE)

é a velocidade média sobre a superficie de Fermi e Sr a area da superficie de Fermi.

Podemos escrever esta expressao sob a forma

2
g="elT (6.21)

m*

sendo n.s a densidade electronica efectiva, dada por

m*

ef = ——=5 dS|ViE 6.22
R e B (6.22)

Chegamos assim a uma expressao para a condutividade eléctrica em termos de um tempo
de relaxacao, 7, que é equivalente ao tempo médio entre colisdes na teoria classica; de
uma densidade electrénica efectiva, n.y, que depende apenas da forma da superficie de
Fermi e do gradiente em k de E(k) (derivada em ordem a k) na superficie de Fermi
(k = kp). Vé-se assim, como seria de esperar, que a condutividade esta associada aos
electroes na vizinhanga do nivel de Fermi.

Note-se que se calcularmos a densidade electrénica efectiva na aproximacao do gas de
Fermi (modelo de ondas planas), teremos

h2k? oF h2kp
= ) (Vk?E)kF = <8k>kF T om

E(k) o
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e o integral de superficie = 4wk%, obtendo-se portanto

i
Mef =33 =N (6.23)

que é, naturalmente, equivalente & expressao (2.13).

A formula (6.15) mostra que f; s6 tem valor elevado na superficie de Fermi. Alguma
densidade de portadores é adicionada ao lado onde vi.eE é positivo, onde os electroes
sao acelerados pelo campo. A mesma quantidade é subtraida do outro lado (Fig. 6.2)
Formalmente, esta translacdo da esfera de Fermi pode ser obtida do seguinte modo:

A

v Y etVv.E
— -9y I9E
ISRy,
k

Figura 6.2: A funcao fi s6 tem um valor elevado na superficie de Fermi. E
adicionada alguma densidade electrénica ao lado onde vi.eE é positivo, isto é,
onde os electroes sao acelerados pelo campo. A mesma quantidade é subtraida
do outro lado.

_ g _Ofo0Fern _er
f=to-5p o 7 B=1o (x hE) (6.24)
Podemos também escrever
f=ro [E(k) - eTVk~E} (6.25)

isto é, é como se cada electrao no estado k tivesse ganho uma energia ¢ Fy entre colisoes
5Ek = eTVk.E (626)

Esta quantidade corresponde ao argumento para o método cinético de Drude, em que
esta energia extra adquirida entre colisdes é equivalente a uma velocidade de deriva v
na direc¢ao do campo

E
6v.a— =ev.ET
VeTv (6.27)
ov = E
mv
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e se tivessemos n particulas por unidade de volume, sendo j = ne dv, vem o = ne?r/m.
Para metais, assumindo o modelo do gas de electrdes livres, poderiamos ter escrito (6.20)
como

o= % (evp)® 7 D(ER) (6.28)

que realca que a condutividade s6 depende das propriedades dos electrées junto ao nivel
de Fermi, e que estes electroes transportam uma corrente elevada, (e vp), em vez de uma
alta densidade de electroes a derivar lentamente, como assume o método cinético.

Para um semicondutor, a férmula cinética é apropriada

O = Ne€ [he + My € tUp (6.29)
em que
€Te.h
Heh = : (6.30)
me,h

sendo e a carga elementar, e referindo-se os indices e e h a electroes e buracos, respecti-
vamente.

O problema, que fica por resolver é o do calculo do tempo de relaxacdo, 7. E um pro-
blema extremamente complexo, uma vez que envolve processos colisionais microscopicos
irreversiveis. Nao vamos aqui abordar esse problema em detalhe. Fagamos, no entanto
algumas consideragoes.

6.2.2 TEMPO DE RELAXAGAO E CONDUTIVIDADE NOS METAIS

Se admitirmos que uma contribui¢ao para o termo colisional da equagao de transporte
de Boltzmann ¢ devido a transi¢oes k — k’ = k + q, (ver parte de cima da Fig.6.1)
envolvendo fondes (interacc¢do electrao-fondo). A variagdo da funcao de distribuigao é
devida a processos em que os electrdes saem do elemento de volume d>k e a processos
em que os electrdes entram no elemento de volume d>k.

of
ot

~ [ [ - s @y aw (6.31)

col

em que Q(k,k’) é a probabilidade das transigdes. Se as transi¢oes forem elésticas
Qk,X)dk' = §(E — E') D(k, k') d dE

em que dS)' é o elemento de angulo so6lido na direccao de k’. A magnitude de k' é fixa

pela conservacao de FE.
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Integrando a equagao 6.14 vem
viE=171 / (vic — vi) . ED(k, k') d€ (6.32)
SF

Esta equacdo ¢ verificada quando temos uma superficie de Fermi esférica, com |vy| cons-
tante, e D(k,k’) = D(6). Vem logo

1

1 / (1 cos ) D(0) dY (6.33)

T

O tempo de relaxagdo é portanto inversamente proporcional a um integral da probabili-
dade de dispersao sobre todos os processos de dispersao, mas ponderado através do factor
(1 — cos @) a favor dos que envolvem dispersao com grandes angulos.

A conservagao do momento cristalino, k, e da energia implicam que
Ex = Ey + hw(k — k') (6.34)

em que o sinal + (—) se refere a emissao (absorgdo) de fondes. Esta equacdo limita o
ntmero de fondes que podem participar em processos colisionais a processos envolvendo
apenas um fonao, nomeadamente

w(q) = j:% [Ek+q - Ek} (6.35)

Consideremos, em primeiro lugar, o limite das altas temperaturas, para o qual kg7 > fuw(q)
para os modos possiveis, i.e., para temperaturas acima da temperatura de Debye, 0p.
Neste limite, o namero de fondes de frequéncia w é
(q) = 1 _ kgT
MU= Cho@/meT — 1~ hw(q)

(6.36)

Assim, o ntumero total de fonoes que participam nestes processos é directamente propor-
cional a T e portanto a resitividade serda também proporcional a T' (e a condutividade
inversamente proporcional a T'), mais concretamente, poderia demonstrar-se que

2h
= (6.37)

Note-se que 7 depende da energia dos electroes intervenientes nas colisoes através dos
seus vectores de onda, k. No entanto, nos metais simples, esses electroes estao na vizi-
nhanga do nivel de Fermi, pelo que é aceitavel utilizar um tdnico 7, que é inversamente
proporcional & temperatura.

A condutividade sera portanto dada por

nef62 2n
m* kBT7

T>0p (6.38)
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A baixas temperaturas (T < 0p) a situagao é mais complicada. Em primeiro lugar, s6
os fondes que satisfazem a condigdo fiw(q) < kT podem ser absorvidos ou emitidos. S6
estes existem em ntimero apreciavel para poderem ser absorvidos. Por outro lado, uma
vez que 86 existem niveis electronicos ndo ocupados na vizinhanga de Ep (nomeada-
mente, com energias no intervalo Fr + kgT) s6 podem ser emitidos fondes com energias

5

nessa gama. Um caculo relativamente sofisticado levaria® a um resultado em que 7 seria

proporcional a 775,
T < 0p (6.39)

1
o~ g
Estes resultados sao os que se observam para a a maior parte dos metais simples. Note-
se, no entanto, que existem outros mecanismos colisionais que afectam a condutividade,

nomeadamente envolvendo impurezas.

6.2.3 CONDUTIVIDADE TERMICA E EFEITOS TERMOELECTRICOS

Consideremos agora portadores na presenga de gradientes de temperatura (VT') e campo
E. Utilizando a aproximacao do tempo de relaxacao, podemos escrever

fi=f-fo= (?ﬁ) Vi (E - ivu) + %(fvﬂ (6.40)

Se escrevermos a densidade de corrente e o fluxo de calor como

. 1 :
J:feﬁ/kad‘sk

1 (6.41)
. 3
Jo= 713 [E(k) —M]kad k
obtemos B
j= KO E + ?K(l).(fVT)
1 (6.42)
jo=e KV E + TK(Z).(fVT)
em que os K sdo tensores cujas componentes sio da forma®
m_ 17 n( 9fo s

em que dS é um elemento de superficie de energia constante, e E' = E — %Vu.

5Ver, por exemplo, Harrison, ”Solid State Theory” pag.418 ou Ashcroft pag.524.
6Ver Ashcroft e também http://www.itp.phys.ethz.ch/education/lectures fs11/solid e especialmente
http://www.itp.phys.ethz.ch/education/lectures fs11/solid/notes.pdf
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No caso em que T' < T os tensores K podem calcular-se recorrendo & expansao em série
de Taylor do tipo.

[ o) (~52) dz = ot + Lty [ 2D

}E:# . (6.44)

CONDUTIVIDADE TERMICA
A condutividade térmica é o coeficiente do gradiente de temperatura para o fluxo de
calor.

Experimentalmente, E = 0 nao é assegurado. A condi¢do é pdr a amostra em circuito
aberto, com j = 0.

Da equacgao da densidade de corrente, j, conclui-se que vai existir um campo eléctrico

1
E= ?(K(O))‘IK(”%VT (6.45)

Substituindo na equacgao de j4, vem

jo = %K<1>(K<o>) KD v1 _ T K® VT — ; (K<2> _ K<1>(K<o>)71K<1>) (=VT)

(6.46)
Se fizermos KM (K(©)~1K®) ~ 0, (a correcgio ¢ desprezavel para metais), vem
Jg = K(=VT)
6.47
) (6.47)
T
sendo k, a condutividade térmica, e
1
K® = 102 (k, T KO 1)
e, se fizermos
o=eKO
vem
k7w (kg 2
—=—|—] T 6.48
o 3 ( e ) (6.48)

que ¢é a lei de Wiedermann-Franz.
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Na condugao eléctrica, cada electrao transporta a carga e, e é actuado por um campo
eE. A corrente por unidade de campo é proporcional a e?.

Na condugao térmica, cada electrao transporta a energia térmica kg1 e é actuado por
2

uma forga térmica kpV7T. A relagdo entre k e o deve ser da ordem de £ GET. De (6.40)

vem (fazendo E' =0

f=fo= (—g@) TVi. [%] (=VT) (6.49)

O efeito sobre fj é espalhar a distribui¢ao do lado em que vy.(—VT) é positivo, e agugar
do outro lado (Fig. 6.3)

Frio Quente

(0 (-0 JOE) Tv. -V T)

Figura 6.3: O efeito sobre fy é espalhar a distribui¢ao do lado em que vy.(—VT
é positivo, e agucar do outro lado.

0
f=fo— (vi.VT) a—? = fo (T —71vk.VT) (6.50)
Os electroes na direc¢ao de VI' < 0 (descendo o gradiente de temperatura) estao mais
quentes da quantidade

5T = 7vi.VT (6.51)

enquanto que os que vao na direc¢ao oposta estao mais frios do que a temperatura média
do gés de electroes (Fig-6.4).
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Processo

horizontal P
Processo
vertical

Frio

Condugdo térmica Condugdo eléctrica

Figura 6.4: Analogia com argumentos cinéticos. Na conducao térmica nao ha
corrente. Os electrées quentes movem-se na direcgao de j, e os frios, na direcgao
oposta. Os electrées excitados acima de Eg, a direita, condensados dentro de

FEr, a esquerda. Processo horizontal, elastico, Widermann-Franz. Processo

vertical, inelastico.

EFEITOS TERMOELECTRICOS

Os efeitos termoeléctricos tém origem na interacgdo entre as correntes eléctricas e térmi-

cas.

A equagao (6.45) mostra que um gradiente de temperatura gera um campo eléctrico E.

Num soélido isotrépico

1
i= = — (0y=1g (D) =
j=0 = E °T ((K )T'K ) VI =QVT

em que @ & o poder termoelétrico absoluto ou coeficiente de Seebeck (Fig.6.5).

712 k3T o' (E)

@= 3 e o ‘E:EF
em que
o!(5) = ~o(B)
- OF E=Ep

Para os metais simples,
72 k3T N(EF) S

3 e n(Ep)  ne

que é a entropia por electrao e que pode ser estimada para baixas temperaturas:

WQkQBT_ ﬁkBT
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Para o sodio e para o potassio, por exemplo, Tr ~ 3 x 10* K, dando Q = —14 meV K1
No entanto, para o litio e para o césio, o sinal é diferente devido a efeitos de arrastamento
de fonoes (phonon drag)

Podemos considerar dois tipos de efeitos termoeléctricos.

EFEITO DE SEEBECK

Estabelece-se um gradiente de temperatura numa amostra em circuito aberto Fig.6.5 .
E observada uma forca electromotriz, E, tal que

1 2 2
¢:/ EBda:+/ EAdI+/ Epdx
0 1 0

v oor 2 or
T>
= / (Qa—Qp) dT
T

A tensao observada é o Efeito de Seebeck . Para medir o poder termoeléctrico de um dado

Material A

| Material B

Figura 6.5: Estabelece-se um gradiente de temperatura numa amostra em circuito
aberto. A tensao observada é o efeito de Seebeck.

material é necesséario construir um circuito como o da Fig.6.6 com um metal, normalmente
o ouro, cujo poder termoeléctrico seja conhecido.
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Metal B

Figura 6.6: Esquema de um circuito para medir o poder termoeléctrico. O volti-
metro mede a diferenca entre as tensées termoeléctricas geradas pelo gradiente
de temperatura (Ty — Tp).

EFEITO DE PELTIER

Se mantivermos VT = 0 e se se fizer passar uma corrente j, usando uma bateria, (Fig.6.7)
da equagao de j, vem

My

H — (I, -Mp)

§¢HBJ

Figura 6.7: No material A, temos a corrente de calor I14j e no material B, a
corrente de calor Ilgj. Nas jungoes, o fluxo tem que se ajustar, dando origem
ao efeito de Peltier, ficando uma jun¢ao mais quente e outra mais fria.

jo = eKWE
j=e’KOE
e portanto
Lzla&%*ij:Hj (6.56)

e

O coeficiente de Peltier pode, assim, ser definido como

M=QT
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De acordo com a figura 6.7 é gerada uma contribui¢ao para a corrente de calor

Jo=M4 —1p)j=To(Qa — QB)j

significando que se pode controlar a transferéncia de calor entre dois reservatorios por
uma corrente eléctrica.

6.2.4 EFEITO DE HALL

Pode chegar-se a resultado idéntico ao obtido no segundo capitulo para o efeito de Hall,
recorrendo a equagao de transporte de Boltzmann. Conclui-se igualmente que quando se
aplica um campo magnético a um sistema no qual flui uma corrente, ha uma tendéncia
para que os transportadores de carga sejam deflectidos lateralmente.

A equagao de Boltzmann, na aproximacgao do tempo de relaxagio, e na presenca de um
campo magnético, pode ser escrita como

eE.vi ( gﬁg) e . © (Vi x B).Vifu (6.57)

Nao podemos resolver esta equagao em rela(;éo ao termo de primeira ordem, como fizemos
no caso da condutividade, mas podemos tirar algumas conclusoes plausiveis, baseadas
no facto de que (como se pode inferir da equagdo), o campo magnético vai deflectir a
distribuicao. Podemos portanto tentar uma forma anéaloga a obtida no caso da conduti-
vidade, mas em que o campo eléctrico E é substituido por um vector geral G, a definir.
Fagamos por analogia com (6.15)

Jo
= G 6.58
fi=er () ve (6.5%)
Podemos agora calcular a derivada de f; em relagdo a k(Vi f1) atendendo ainda a que
hk = mvy

of

ok ok M%) }:

= {[aﬂ (%)}vk.G—i—g‘g%‘;{k. }:

- ”[a;?k VieG %* @] -
2fo G }

*fo
g2 VGVt G
O primeiro termo nao contribui porque vai dar um factor vi.(vyi x B) = 0. Substituindo

m (6.57), e cortando o factor comum (— eg}]})) e atendendo a (6.58)

:ehT{

viiE + %G. (vic x B) — vi.G = 0 (6.59)
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ou

vk.E+%(BxG)7G -0 (6.60)

Em (6.60) atendemos a que A.(B x C) = B.(C x A). Esta equacdo terd uma solugao
para todos os valores de vy, se e s6 se

er
E=G-—(BxQG) (6.61)
m
Note-se que a corrente associada & nossa funcao de distribuicao de primeira ordem pode
ser obtida do mesmo modo que no caso da condutividade eléctrica e o resultado sera da
mesma forma, j = oG.

Podemos entao escrever .
J eT

E=21_- """

g mao

(B xj) (6.62)
Na auséncia de campo magnético, o segundo termo desaparece e obtemos o resultado
anterior para a condutividade. O segundo termo é uma componente do campo eléctrico
normal ao campo magnético e a corrente. A constante de proporcionalidade é chamada
o coeficiente de Hall e é dada por

—eT 1

r= mo n(—e) (6.63)

Note-se que o sinal do coeficiente de Hall é o mesmo dos transportadores de carga, que
consideramos negativo, —e.

Se tivessemos considerado que os transportadores eram "buracos", o coeficiente de Hall
seria positivo.

1 1
R = ——| para electroes; R =+—| para buracos (6.64)
ne ne

Note-se também que a magnetorresisténcia é nula (eq. 6.62) no caso dos electrdes serem
livres.
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7.1 ASPECTOS QUALITATIVOS

A 8 de Abril de 1911, Heike Kamerlingh Onnes e os colegas Cornelis Dorsman, Gerrit Jan
Flim, e Gilles Holst descobriram, por serenedipidade, o fenémeno da supercondutividade.

Kamerlingh Onnes, que tinha previamente conseguido liquefazer o hélio (T, = 4.12 K)
(em 1908), procurava comprovar experimentalmente a teoria de Drude para as muito
baixas temperaturas a que tinha agora acesso. Dada a necessidade de o metal a usar ter
de ser muito puro (para eliminar a componente residual da resistividade, que se torna
muito importante a baixas temperaturas), usaram mercirio por ser mais facil a sua pu-
rificacao. Esperavam encontrar uma diminui¢ao gradual da resistividade & medida que,
baixando a temperatura, se aproximasse do limite que conseguia atingir (aproximada-
mente 1 K). Contudo, o que observou surpreendeu-o. De facto, a diminuigao gradual da
resistividade era observada até cerca de 4 K, ocorrendo entao uma diminuigao brusca até

uma resisténcia que ele media como sendo 10~° ohm.

O valor da resisténcia encontrado aproximava-se do limite de sensibilidade dos aparelhos
usados, pelo que se pensou ter atingido o estado de condutor perfeito a uma temperatura
superior a 0 K. Verificava-se, no entanto, que mesmo usando mercurio relativamente
impuro, a queda brusca da resistividade continuava a observar-se.

0,45,

y
ans / —
410 :

&y
015 =
208 "
0025 :
w03k
2,00 \
" 4% 19 (57 430 EKT

Figura 7.1: Gréfico obtido por Kamerlingh Onnes, para uma amostra de mercti-

I10.

Posteriormente verificou que nem para todos os metais se observava esta queda brusca
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da resistividade e que, para os metais nos quais essa queda ocorria, a temperatura a que
se evidenciava (temperatura critica, T;), ndo era igual para todos.

Tabela 7.1: Temperaturas criticas para alguns metais

Metal T./K
Mercario 4.153 K
Chumbo 7.193

Nio6bio 9.50

Talio 2.39

Indio 3.404

Galio 1.091

Dois anos depois foi atribuido a Onnes o prémio Nobel pela sua “investigacao sobre as
propriedades da matéria a baixas temperaturas, que conduziu inter alia & producao de
hélio liquido”
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7.1.1 FENOMENOS BASICOS

As propriedades mais importantes dos supercondutores que sao bem definidas e conhe-
cidas sao as seguintes:

— Condutividade perfeita, i.e., resisténcia eléctrica nula (Kamerlingh Onnes, 1911') para
T <T,.. T.échamada a temperatura critica.

— Correntes persistentes: o proprio Kamerlingh Onnes, depois de muitas outras experi-
éncias, relatou, em Abril de 1914, a descoberta de correntes eléctricas que continuam
a circular indefinidamente sem o circuito ser alimentado—correntes persistentes—em
anéis de materiais supercondutores. Kamerlingh Onnes queria saber quao pequena era
a resisténcia eléctrica no estado supercondutor, pois nao acreditava que fosse mesmo
zero. Fez muitas experiéncias e numa delas resolveu medir o tempo que levava a decair
a corrente eléctrica induzida por um iman num pequeno anel de chumbo arrefecido
a 1.8 kelvin, e portanto no estado supercondutor. A certa altura retirou o iman e
esperou ver a corrente diminuir rapidamente para zero. No entanto, a corrente conti-
nuou a circular durante uma hora, sem diminuig¢ao perceptivel. Durante o seu relato a
Academia Real Holandesa das Artes e Ciéncias, onde tinha em Abril de 1911 relatado
a sua descoberta da supercondutividade, Kamerlingh Onnes disse ter muita pena de
nao poder ter levado o anel com a corrente persistente, porque o equipamento para a
refrigeragao a hélio era muito pesado e complicado. Em 1932, um dos seus colabora-
dores na descoberta da supercondutividade, Gerrit Jan Flim, foi de aviao a Londres
levando um criéstato portatil com um anel de chumbo mergulhado em hélio liquido,
onde circulava uma corrente persistente de 200 amperes. Fez a viagem, para demons-
trar o efeito sensacional da supercondutividade numa das animadas conferéncias das
sextas feiras tradicionais da Royal Institution.

— A supercondutividade pode ser destruida por um campo magnético exterior superior
a um campo critico H, (1914). Verifica-se empiricamente que

H(T) = H,(0) |1 - ()

— A supercondutividade pode também ser destruida por uma corrente critica?.
T.—T

Jo(T) = J.(0) T,

— Diamagnetismo perfeito (Meissner e Ochsenfeld, 1933)3: o campo magnético niao pe-

IH. K. Onnes (1911). "The resistance of pure mercury at helium temperatures". Commun. Phys. Lab.
Univ. Leiden 12: 120.

2Esta regra nio é valida para filmes finos.

3W. Meissner and R. Ochsenfeld, Naturwissenschaften 21, 787 (1933)
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netra no interior do material (B = 0). Para ser mais exacto, o campo, de facto, existe
numa camada superficial do material com espessura da ordem de A ~ 107 — 10~ %cm,
na qual as correntes persistentes fluem. Verifica-se a lei empirica

1

A(T) = A(0) WiTTesian

de modo que A = oo para T — T, (Fig. 7.2). Se aproximarmos um iman de um

a)

Figura 7.2: Expulsdo do fluxo magnético do interior do supercondutor. A é a
profundidade de penetragao

supercondutor, ele serd repelido porque as supercorrentes induzidas no supercondu-
tor irao produzir imagens de cada polo do iman. Surge assim uma forga repulsiva
e o fman levita. Uma vez que as correntes eléctricas no supercondutor nao encon-
tram resisténcia, podem ajustar-se quase instantaneamente e mantém a levitagdo. O
fman suspenso pode ser movido, posto em oscilacao ou mesmo em rotacao rapida—as
correntes de levitagao ajustam-se de modo a manté-lo em suspensao (Fig.7.3).

A transic@o de fase para o estado supercondutor, na auséncia de campos magnéticos
exteriores é uma transicao de fase do tipo 2, ndo havendo um calor associado & tran-
sicao. Em vez disso ha uma descontinuidade no calor especifico, Se houver um campo
exterior H # 0 (a T < T,) a transi¢ao é do tipo 1 (Fig.(7.5).
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Nl

— " 7 supercondutor
Correntes induzidas

Figura 7.3: Um iman em levitacao por cima de um supercondutor cerdmico
arrefecido a azoto liquido.

Figura 7.4: Anel de material supercondutor abaixo da temperatura critica, pre-
viamente submetido a um campo magnético externo. Quando o campo é desli-
gado, a corrente ao longo do interior do material do anel permanece, confinando
o campo magnético original no buraco do anel.
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Cy~e

Resistividade p (unidades arbitrarias)

Calor especifico Cy, (unidades arbitrarias)

1 I
1 T, 2

w

Figura 7.5: Variagao da resistividade p e do calor especifico C,, na vizinhanca da
transicao de fase. A variacdo da resistividade com T implica que é devida a
dispersao s — d, tipica dos metais de transigao.

— A profundidade de penetragao varia continuamente desde um valor determinado finito
para um valor infinito a T' = T,. Isso significa que as propriedades dos electroes
também variam continuamente. Ao mesmo tempo, a resistividade varia abruptamente.
Poderia pensar-se que os electroes nao interactuam com a rede cristalina no estado
supercondutor. Nesse caso seria de esperar um grande aumento da condutividade
térmica, o que nao acontece—¢é continua para T = T,.

— A contribuigao dos electroes para o calor especifico segue uma lei empirica proporcional
—A/ksT sugerindo a existéncia de um hiato no espectro das excitacoes elementares.
No entanto esse hiato tem uma forte dependéncia da temperatura, contrariamente ao
que acontece nos semicondutores. E deveria anular-se para T = T..

a e

— Ha outros argumentos a favor do hiato no espectro das excitacoes elementares, no-
meadamente, absorcao de radiacdo electromagnética e de som com inicio a fiw = 2A
(uma vez que é criado um par de excitagdes por quantum), efeito de tunel, etc.

CONDUTOR PERFEITO VS SUPERCONDUTOR

Se um condutor perfeito fosse colocado na presenga de um campo magnético exterior,
deveria comportar-se da seguinte forma:

— Se fosse colocado na presenga do campo no estado normal, e se entao se baixasse a sua
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temperatura até um valor inferior a T, as linhas de forga permaneceriam no interior
do condutor, mesmo que depois se retirasse o campo magnético exterior.

— Se fosse colocado no campo magnético exterior, ja no estado condutor perfeito (a uma
temperatura inferior a T, ), as linhas de forga do campo nao penetrariam no interior
do corpo.

Quando, em 1933, Meissner e Ochsenfeld tentaram reproduzir estes comportamentos
previstos teoricamente para condutores perfeitos, as experiéncias efectuadas revelaram
um comportamento diferente :

— Se, para T < T,., o material for sujeito a um campo magnético exterior, o fluxo
magnético nao penetra no seu interior.

— Na presenca de um campo magnético, as linhas de for¢ga que para temperaturas su-
periores a T, penetram no material, sao expelidas se este for arrefecido até uma
temperatura inferior & temperatura critica.

Este comportamento significa que, abaixo da temperatura critica, os materiais se com-
portam nao apenas como condutores perfeitos, mas também como diamagnetos perfeitos.

7.1.2  PORQUE E QUE UM SUPERCONDUTOR TEM RESISTENCIA ELECTRICA NULA

Para uma temperatura superior ao zero absoluto, as interacgoes electrao-fonao deveriam
provocar o aparecimento de resisténcia eléctrica. As colisoes dos electroes com os atomos
seriam inelasticas provocando uma alteracao da quantidade de movimento dos electroes
e, consequentemente, reduzindo o livre percurso médio. Para um metal no estado super-
condutor ( T < T, ), as vibragoes da rede permanecem, mas as colisdes passam a ser
elasticas havendo conservagao da quantidade de movimento dos electroes.

Para um metal supercondutor, a resistividade é de facto zero ?

As medidas directas da resistividade dos supercondutores revelam um valor nulo (den-
tro do grau de precisdo dos aparelhos usados). Medidas mais rigorosas, mas indirectas
(como por exemplo a medida da velocidade de decaimento de uma corrente num anel
supercondutor) dao valores de resistividade inferiores a 10726 Qm o que é cerca de 10718
vezes a resistividade do cobre & temperatura ambiente.
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7.1.3 ORIGEM DA SUPERCONDUTIVIDADE. MECANISMO DE BCS

A teoria microscopica que permite explicar a transigdo metal-supercondutor (nos metais
e ligas metalicas), foi apresentada por Bardeen, Cooper e Schrieffer em 1957 e ficou
conhecida por teoria de BCS%. De acordo com esta teoria, ha a formacdo de pares de
electroes supercondutores (pares de Cooper), verificando-se que:

— Estes electroes estao “emparelhados”, de modo a que em cada par, os dois electroes
tém spins opostos e quantidades de movimento, iguais em moédulo mas com sentidos
opostos.

— A interacgdo entre os electroes constituintes de um par de Cooper é uma interacgao
a longa distancia (os dois electrées ndo estdo necessariamente juntos, podendo estar
espalhados por uma distancia consideravel).

O mecanismo conducente a formagao dos pares de Cooper, consiste numa interacgdo dos
electroes com as vibragoes da rede (interacgdo electrao-fondo). O facto de a temperatura
critica (T.), depender quer da rigidez do material quer da massa dos dtomos que o
constituem (efeito isotopico), constitui uma prova em favor deste mecanismo.

Verifica-se ainda que os metais e ligas metélicas com maiores valores de T, sao maus
condutores & temperatura ambiente.

Teém sido feitos varios testes a teoria, que tém revelado uma boa concordancia entre a
experiéncia e os resultados experimentais, para os metais e ligas metalicas que apresentam
uma transicao para o estado supercondutor. No entanto, a teoria nao tem ajudado muito
no design de materiais supercondutores.

7.1.4 DISTRIBUICAO DOS ELECTROES NUM SUPERCONDUTOR

Para um metal a 0 K, o ultimo nivel ocupado (nivel de Fermi) esta situado no interior da
banda de conducao. Por aumento de temperatura, os electroes sao facilmente promovidos
nos niveis dessa banda. Para um supercondutor a 0 K, hé, onde estava o nivel de Fermi,
um hiato de alguns milielectroes volt com um nivel a meio o qual contém os pares de
Cooper (que nao tém de satisfazer o principio de exclusdo de Pauli).

Na figura 7.6 compara-se o diagrama de bandas de energia de um metal com o de um
supercondutor, ambos a 0 K .

4J. Bardeen, L.N.Cooper,J.R.S.Schrieffer; Phys.Rev.106(1957),162 ; 108(1957),1175
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cheia cheia

Metal Supercondutor

Figura 7.6: Diagrama de bandas de energia, a 0 K, para um metal e para um
supercondutor. A largura do hiato (“gap*) do supercondutor estd exagerada.

A figura permite evidenciar o facto de a transicao metal-supercondutor resultar na criacao
de um hiato ("gap”). O seu valor (E,), que na nomenclatura da teoria BCS ¢ 2A, diminui
com aumento de temperatura, anulando-se quando se atinge a temperatura critica.

Este hiato representa a quantidade de energia necessaria para quebrar um par de Cooper,
promovendo os electroes que o constituiam, a banda superior. Esta banda esté pois vazia
a 0 K, aumentando a sua ocupagao com a temperatura.

7.1.5  TRANSIGAO METAL-SUPERCONDUTOR. SUPERCONDUTORES DO TIPO I E
DO TIPO II

Na auséncia de campo magnético exterior, um metal que apresente transi¢ao para o estado
supercondutor & temperatura critica T,., permanece nesse estado para temperaturas entre
0KeT..

Acontece no entanto que, como foi ji referido, com aumento da temperatura diminui o ni-
mero de pares de Cooper até que, para T = T, ja s6 temos electroes “normais”. Significa
isto que, atingida a temperatura critica, ocorre a transi¢cao entre o estado supercondutor
e o estado normal. Esta transicao é uma transi¢ao de segunda ordem:

— Ha continuidade da energia de Gibbs e da sua derivada em relagao a temperatura
(9s = gn) € (0g/0T)s = (0g/I0T)n, em que gs e g, representam a energia de Gibbs
por unidade de volume, para os estados supercondutor e normal, respectivamente).

— Nao h4 calor latente associado & transigao.

— Héa uma descontinuidade no calor especifico.

De notar no entanto que, na presenca de um campo magnético exterior, a transicao
metal-supercondutor ja é de primeira ordem (ha calor latente de transi¢ao e uma des-
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continuidade na derivada da energia de Gibbs)5. A temperatura a que ocorre a transigao
para o estado supercondutor diminui, em relacao a 7., se houver um campo magnético
exterior. Para uma qualquer temperatura 7', inferior ou igual a T, existe um valor de
campo magnético (campo magnético critico, Hc) para o qual o supercondutor transita
para o estado normal. Esse valor de campo é méximo para T = 0 K e é nulo para T = T,.
Na figura 7.7, indica-se a variagdo do campo critico com a temperatura. A uma determi-

H,(T)

Supercondutor

Figura 7.7: a) Evolu¢ao do campo critico com a temperatura e delimitacao das
zonas dos estados normal e supercondutor. b) Susceptibilidade magnética de
um supercondutor do tipo I.

nada temperatura, antes de se atingir o campo critico correspondente, nao héa penetracao
do fluxo magnético no corpo do material (excepto numa camada superficial muito fina).
Quando o campo exterior ultrapassa esse valor de campo critico,0 supercondutor passa
ao estado normal (metélico), e o fluxo magnético penetra em todo o material.

Para um supercondutor a uma temperatura 7T e sujeito a um campo magnético exterior
inferior ao campo critico (para essa temperatura), ter-se-a y = —1, (—1/4m, no sistema
c.g.s.). Quando se ultrapassa o valor do campo critico, x toma um valor positivo.

Este é o comportamento dos supercondutores denominados por tipo I. H4 um outro tipo
de supercondutores, ditos do tipo II, com maior interesse tecnologico, cujo comporta-
mento em presenca de campos magnéticos exteriores é diferente, embora o mecanismo
responsavel pela supercondutividade seja comum. Os supercondutores do tipo II, apre-
sentam dois valores de campo critico (H.; e H.p). Para valores de campo inferiores
a H., todo o material é supercondutor; entre H.; e H., s6 parte do material esta
no estado supercondutor estando o restante no estado normal (estado misto ou estado

5A.C. Rose-Innes, E.H. Rhoderick; “ Introduction to Superconductivity «, Pergamon Press Ltd. , 2.ed
(1980)

286



INTERACCAO ELECTRAO-ELECTRAO MEDIADA POR FONOES
SUPERCONDUTIVIDADE

vortex—caracterizado por uma distribuicao regular das porg¢oes normais no seio do ma-
terial supercondutor) e, para valores superiores a H.q, todo o material readquire o com-
portamento metélico normal. Este comportamento é ilustrado na figura 7.8. Para este

a) b)
H(T) « H,\(T) H, (1)
H

Hc2 (0)

Estado misto Normal

H,,(0) Hey (D)

Supercondutor

T, T

Figura 7.8: a) Campos criticos para um supercondutor do tipo II. b) Susceptibi-
lidade de um supercondutor do tipo II.

tipo de supercondutores, a variacao da susceptibilidade magnética com o valor do campo
exterior, é a indicada na figura ao lado em que o valor de H.s é em geral muito superior
a Hcl .

O maior interesse tecnologico pelos supercondutores do tipo II, resulta do seguinte. A
circulagao de corrente num supercondutor (que se faz a superficie) cria um campo mag-
nético. Para os supercondutores do tipo I, a corrente maxima que podem transportar
sem que o campo associado ultrapasse o valor do campo critico (para evitar a transigdo
para o estado normal) é muito pequena. No caso dos supercondutores do tipo II, apesar
do baixo valor de H.1, o valor de H.y é ja suficientemente elevado, de modo que permite
um transporte de corrente em quantidade suficiente para aplicagao tecnologica, sem se
exceder H.o. Neste caso, excede-se em geral H,.i, pelo que se trabalha na situagao de
estado misto.

7.1.6 MATERIAIS CERAMICOS SUPERCONDUTORES

Até 1986, os materiais supercondutores com temperaturas criticas mais elevadas eram
metais e ligas metalicas, tendo a liga NbsGe o valor mais alto (7, = 23 K).

Além desta classe de materiais, eram também conhecidos materiais organicos supercon-
dutores (com T, =~ 12 K) e materiais ceramicos como por ex.: BaPb;_,Bi, O3 (T, = 12 K)
e Lij,Tis_,04 (T. = 12K)S. Estes valores de temperatura critica podiam, no entanto,

61.J. De Jongh; Physica C 152(1988),171
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ser compreendidos no contexto da teoria de BCS.

Bednorz e Miiller, em 1986, trabalhando com materiais ceramicos de composicao geral
Las_,Ba,Cus05(3_,), e ao medirem a sua resistividade, verificaram a presenga de uma
transicdo do tipo supercondutor a cerca de 30 K 7.

Apesar de algum cepticismo inicial, rapidamente o resultado foi confirmado. Iniciava-se
uma das mais empolgantes corridas cientificas no dominio dos novos materiais. A pes-
quisa de novos supercondutores tinha-se, até aqui, restringido essencialmente a metais e
ligas metalicas e havia algum tempo que se nao verificava um salto espectacular nos va-
lores de T, tendo-se atingido uma situagao em que estes aumentavam quase linearmente
ao longo do tempo, e a uma velocidade muito lenta. Acresce ainda que, de acordo com
a teoria de BCS, se estava muito préoximo do limite maximo previsto.

A partir do composto inicial, foi obtida toda uma familia Lag_;M;CuO4_, (M = Ca,
Sr, Ba), com T, =~ 40 K 8. Posteriormente, Chu et al.?; sintetizaram o YBayCuzOs, que
apresentava uma temperatura de transigao de cerca de 90 K.

Ainda a base de oxidos de cobre, foram descobertas mais duas familias de supercon-
dutores: Bi-Ca-Sr-Cu-O e Tl-Ba-Ca-Cu-O. Um dos valores de T, mais elevados, que
foi conseguido, foi de 125 K, para o composto TlyBayCasCuzOs'0. Posteriormente, foi
referido em 1993, um valor de T, = 138 K, para o composto de formula HgBas;CaCu30,,.

7.1.7 SUPERCONDUTORES ORGANICOS

No final dos anos 50, havia uma grande excitagao nos meios cientificos relacionada com as
teorias da supercondutividade, nomeadamente com a teoria microscopica de BCS (Bar-
deen, Cooper e Schriffer, 1957) e ainda com a teoria fenomenologica de Ginsburg-Landau
(1955). A teoria de BCS baseava-se na hipotese de que a interacgdo atractiva entre os
electroes, que formam os pares de Cooper, era mediada por fondes, o que implicava
temperaturas criticas muito baixas. Porque nao procurar outra entidade mediadora da
interaccdo atractiva que permitisse temperaturas criticas mais altas? Assim nasceram
vérias ideias mais ou menos brilhantes embora todas infrutiferas. Uma delas, a ideia de
Little!!, de conceber sistemas moleculares em que possiveis “excitdes” pudessem mediar a
interaccao atractiva, a temperaturas elevadas, deu origem a grande optimismo. Comegou
entao a desenhar-se uma nova perspectiva para os solidos moleculares.

7J.G. Bednorz, K.A. Muller; Z. Phys. B - Condens. Matter 64(1986),189
8K. Takagi et al; Jpn. J. Appl. Phys. 26(1987),1.123

9C.W. Chu et al; Phys. Rev. Lett. 58(1987),908

10C.C. Torardi et al ; Science 240(1988),631

W, A. Little, Phys. Rev. 134A(1964) 1416
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Claro que ninguém conseguiu sintetizar as moléculas sugeridas por Little, mas a des-
coberta sucessiva de materiais sintéticos cada vez mais condutores levou a grandes in-
vestimentos em I & D e langou a corrida aos supercondutores organicos. A procura
de supercondutores com altas (ou mesmo baixas!) temperaturas criticas, em materi-
ais organicos moleculares continuou, até que, finalmente em 1979, foi anunciado por K.
Bechgaard e D. Jerome, o primeiro supercondutor organico com T, da ordem de 1 K.

Existe hoje um ntmero consideravel de materiais organicos que exibem supercondutivi-
dade, em alguns casos apenas quando submetidos a pressoes elevadas'?, nomeadamente
os baseados nas moleculas TMTSF e BEDT-TTF (também conhecida por ET). O su-

Hj Se Se, CH3
(=X
H3C S¢ S CH3
TMTSF

(Tetrametiltetraselenofulvaleno)
H

OO

BEDT-TTF =ET

( Bis (etileno ditio) - Tetratiafulvaleno)

Figura 7.9: TMTSF e BEDT-TTF

percondutor organico com temperatura critica mais elevada, actualmente, ¢ um sal com

a formula (BEDT-TTF);Cu|N(CN)3]Cl (T, = 12.8 K).

O essencial é que, do arranjo molecular na estrutura cristalina, resulte uma estrutura
electronica adequada as propriedades pretendidas. Num caso tipico, como o (BEDT-
TTF)2 Cu(SCN)2, as moléculas de BEDT-TTF estdo empilhadas de tal modo que existe
uma sobreposicao considerédvel de orbitais moleculares 7, ao longo do empilhamento, per-
mitindo a formagao de bandas de energia relativamente largas e que ficam parcialmente
preenchidas.

Os contra-ides, como o do Cu(SCN)s, tém a funcao de assegurar a neutralidade do
sistema, recebendo ou cedendo electrdes ao outro empilhamento e/ou simplesmente ac-
tuando como agentes de coesao e arquitectura estrutural.

120 efeito da pressdo é o de permitir integrais de transferéncia mais elevados e consequentemente larguras
de banda maiores, na medida em que diminui a distancia entre moléculas.
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SUPERCONDUTORES BASEADOS NO FULERENO E NO GRAFENO

A primeira referéncia ao fulereno surgiu na Nature volume 318, de 14 Novembro de
1985. Desde os finais de 1990 e especialmente durante 1991 esta molécula tem sido
alvo de enorme atengao nos meios de comunicacao de grande impacto, mesmo fora da
comunidade cientifica, tal como aconteceu mais recenetemente com o grafeno.

Alguns dos derivados do fulereno sdo supercondutores a temperaturas criticas relativa-
mente elevadas, como o RbT1yCgp (T, = 48 K). Mais uma vez surge a esperanca de vir
a obter materiais que sejam supercondutores a temperatura ambiente, que constituam
a base de novas tecnologias. De facto, se fizermos um grafico da evolugao dos valores
de T,, para os materiais cerimicos, orginicos e os recentes fulerenos (Cgp), as expecta-
tivas de vir a obter materiais supercondutores & temperatura ambiente antes do fim do
século passado eram bastante grandes. Mas tal nao aconteceu. Os fisicos teoricos, que
na década de 1980 afirmavam ser impossivel atingir temperaturas criticas da ordem da
temperatura ambiente estao, no entanto, agora muito mais abertos a essa possibilidade
e comecam a acreditar que nao existe, de facto, nenhuma limitacao de fundo.

Também hé ja referéncia a derivados do grafeno que sao supercondutores, nomeadamente
de grafeno dopado com potéssio.

7.1.8 APLICACOES DOS SUPERCONDUTORES

As aplicacbes possiveis dos materiais supercondutores sao consequéncia das duas pro-
priedades: auséncia de resisténcia eléctrica e diamagnetismo perfeito.

O facto de possuirem resisténcia eléctrica nula significa que, por passagem de corrente,
nao ha libertacao de calor por efeito de Joule.

Os materiais condutores normais, tém na libertacao de calor uma das maiores limitagoes
ao seu uso. Na electronica, particularmente na construgao de computadores, este facto
constitui um forte factor limitativo da miniaturizacao, pois é necessario que haja espago
para dissipar o calor libertado. A utilizagdo dos supercondutores permitiria evitar este
problema.

Os supercondutores podem também ser usados no armazenamento de energia. Actual-
mente, a energia é armazenada em tensao. A utilizacdo de supercondutores, permitiria
guardar a energia em corrente. Esta seria mantida em circulagdo, em materiais super-
condutores, nao havendo perdas por dissipagao.
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Outra potencial aplicacao dos supercondutores é na constru¢ao de magnetos. Os clas-
sicos, sao constituidos por enrolamento de fio metélico, em geral cobre. A utilizacdo
de fios supercondutores permitiria reduzir o seu tamanho, devido & maior eficiéncia dos
supercondutores e & auséncia de libertagao de calor. Neste caso, permitiria, por exem-
plo, reduzir o tamanho dos actuais aceleradores de particulas bem como reduzir o seu
custo, quer de instalacao quer de operacao. De notar que actualmente ja sao usados
materiais supercondutores. Contudo, os utilizados sdo constituidos por ligas metalicas,
que necessitam de hélio como liquido criogénico.

Por analogia as jungoes semicondutor-semicondutor e aos transistores, ha jungdes envol-
vendo supercondutores. A mais conhecida é a jun¢ao formada por dois supercondutores
separados por uma fina camada isoladora (conhecida por jungdo Josephson), havendo
ainda jungdes envolvendo metais (ndo supercondutores).

Uma das aplica¢ées mais promissoras destas jungoes, resulta da construgao de SQUID’s
(Superconducting Quantum Interference Devices) que sao constituidos por duas jungdes
Josephson em paralelo. Os SQUID’s podem ser usados como detectores de campos
magnéticos muito fracos, na construgao de memorias, etc. Uma das caracteristicas mais
espectaculares dos supercondutores é o seu caracter diamagnético. Este efeito pode ser
visivel por levitacdo de um iman, sobre uma placa de material supercondutor. Tendo em
conta esta caracteristica, projectam-se comboios que se moveriam suspensos no ar. Tém
havido na Europa e no Japao protétipos deste tipo de comboios. Os exemplos dados sao
apenas algumas das aplicagbes possiveis.

De notar que os supercondutores, a base de metais e ligas metalicas eram ja utilizados.
Contudo, como o valor de Tc mais elevado era de 23 K (para a liga Nb3Ge), é necessario
usar hélio para os manter a uma temperatura inferior & temperatura critica, o que torna
dispendioso o seu uso.

A utilizagao destes novos materiais, permite por um lado o emprego de azoto liquido,
muito mais barato que o hélio e, por outro, a sua preparagdo apresenta-se como mais
simples e barata. Contudo, estes materiais encerram alguns problemas que é necessario
resolver, antes de se encarar a sua aplicagdo tecnologica. O método usual de preparagao
(pastilhas e filmes), d4 materiais que, além de nalguns casos serem heterogéneos, sao
multigranulares. As jungoes intergraos, constituem descontinuidades de que resulta uma
diminui¢cao da quantidade de corrente que podem transportar, sem atingir a densidade
de corrente critica (limite maximo de densidade de corrente que podem transportar sem
ocorrer a transicdo para o estado normal).Tratando-se de materiais cerimicos, tém pro-
blemas mecéanicos caracteristicos - dureza e fragilidade. Torna-se assim extremamente
dificil a obtengédo de fios que sejam maledveis (forma necessaria para a maioria das apli-
cagoes previstas, como por exemplo a construgdo de enrolamentos).

291



UM POUCO DE TEORIA

Nesta altura os esforcos estao dirigidos quer para a melhoria das propriedades mecénicas
e fisicas dos compostos ja conhecidos, quer para a procura de novos materiais.

7.2 UM POUCO DE TEORIA

Bibliografia: M. Tinkham, "Introduction to Superconductivity", McGraw Hill (1975)

Meissner e Ochsenfeld descobriram, nao s6 que os campos magnéticos sao expelidos do
interior de um material no estado supercondutor, o que poderia ser explicado pela con-
dutividade perfeita, mas também que um campo magnético (aplicado acima da tempera-
tura critica) é expelido do interior de um material supercondutor quando este ¢ arrefecido
abaixo da temperatura critica, T, (ver Fig.7.2). Este fenomeno nao pode ser explicado
pela condutividade perfeita, que tenderia a manter o fluxo magnético. A existéncia de
um efeito de Meissner reversivel implica que a supercondutividade sera destruida por
um campo magnético critico, H,., que esta relacionado termodinamicamente com a dife-
renca entre as energias livres no estado normal e no estado supercondutor, para H = 0.
Mais precisamente, H. ¢ determinado igualando a energia H?/87 por unidade de vo-
lume, associada com a manuten¢ao do campo contra a pressao magnética, & energia de
condensagcao.

H(T)

em que f,(T) e fs(T) s@o respectivamente as energias livres de Helmoltz nos estados
normal e supercondutor.

Verifica-se a rela¢do empirica (ver Fig.7.7)

H.(T)~ H.(0) [1 — <T>} (7.2)
T,

Acima da temperatura critica, no estado normal, e na presenca do iman, havera um
campo magnético no corpo do anel. Quando se arrefece abaixo da temperatura critica e
o anel se torna supercondutor, o campo é expulso do material do anel, mas havera um
fluxo magnético no seu exterior e através do buraco do anel. E, quando se retira o campo
aplicado, as linhas de campo, que representam o fluxo magnético, e passam pelo buraco
do anel ficam presas. O fluxo magnético no buraco do anel gera uma corrente eléctrica
que mantém o fluxo constante.

Isto tudo implica que a funcao de onda dos electroes supercondutores deve permanecer
estacionaria a volta do anel.
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Quando Schrédinger descobriu a sua equagao, imaginou que, no caso da particula ser um
electrao, a probabilidade, que ele proprio associou & funcao de onda, era a densidade de
carga eléctrica, mas quando resolveu a equacao para o dtomo de hidrogénio, constatou
que essa ideia nao funcionava. Foi nessa altura que Max Born interpretou a fungao de
onda como uma amplitude de probabilidade—a ideia de que o seu quadrado nao era a
densidade de carga mas apenas a probabilidade por unidade de volume de encontrar o
electrao num dado sitio.

No entanto, num supercondutor a fungao de onda para os electroes assume um significado
idéntico ao inicialmente proposto por Schrédinger.

A fungao de onda de um supercondutor é da forma:

b(r) = /p(r) 0
em que p(r) é a densidade de carga no ponto r, e # é um factor de fase.

Segundo a teoria quantica, a amplitude de probabilidade para uma particula com carga
g ir de um ponto a até um ponto b, na presenga de um campo magnético (descrito por
um potencial vector!3 A) é

(bla) = 1p = tha_g 1 A ds (7.3)

Se for a volta de um anel, bem no seu interior (além da distancia de penetragdo, 1/X, da
superficie, onde a corrente é zero),

) =1pag eF1® (7.4)

em que & = fab A - ds é o fluxo magnétco. Por outro lado, num supercondutor, é valida a
(eq:7.3). Como a fungéo de onda ao longo do anel tem de ter o mesmo valor quando volta
ao mesmo sitio, s6 pode ter um comprimento de onda que seja submultiplo do perimetro
do anel: 0 tem de ser um maultiplo de 27, isto é, § = n 27w, com n inteiro. Igualando os
Y nas eqs. 7.4 e 7.3, vem {® = n 27 e portanto

2rh

h
b=n—=n —
q q

como tinha sido previsto por Fritz London'4. Mas quando em 1961 foi observado experi-
mentalmente por Deaver e Fairbank e independentemnte por Doll e Nabauer, o valor do

13 As relacées entre o campo eléctrico E, o campo magnético B o potencial eléctrico ¢ e o potencial vector,
A, sdo as seguintes: 1) E= —V¢ — %‘? e B =V x A no sistema SI; 2)E = —V¢ — %%—‘? no sistema cgs.
14 A observagio de que o fluxo magnético no interior de um anel supercondutor é quantizado confirma a

previsao de London de que a spercondutividade é um fenémeno quéntico macroscoépico
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quantum de fluxo medido era metade do previsto por London. Hoje, percebe-se porqué!
Segundo Bardeen, Cooper e Schrieffer, o valor da carga eléctrica deve ser a carga de
um par de electroes, ou seja, ¢ = 2e, em que e é o valor absoluto da carga do electrao,

também chamada a carga elementar, dando ® =n i ou

h
<I>=n<1>0; (I)O:f
2e

sendo @ o quantum de fluxo. O valor concreto é
dy = 2.067833667(52) x 107 Wb ou Vs
Os valores entre paréntesis representam a incerteza neste valor.

O quantum de fluxo magnético, g = %, pode ser medido com grande precisao pelo
efeito de Josephson.

Por outras palavras, a onda, que representa a funcao de onda, tem de ter a mesma
amplitude senpre que passe pelo mesmo sitio. Portanto s6 pode ter um comprimento
de onda que seja um submiltiplo do perimetro do anel. Assim, se dermos uma volta
completa ao longo do anel, o factor de fase tem de ser um maultiplo de 27. Isso implica
que o fluxo magnético tenha de ser da forma ® = n % em que h é a constante de Planck, ¢
é a carga eléctrica da particula descrita pela funcao de onda e responsavel pelo fenémeno,
e n é um numero inteiro: 0, 1, 2, 3, ...

h
) q’
como aconteceria se o material fosse um condutor perfeito, mas nao um supercondutor.

O fluxo magnético s6 pode ter os valores 0 2%, 3%, etc. e nunca valores intermédios

7.2.1 EQUACOES DE LONDON

A condutividade perfeita e o diamagnetismo perfeito foram descritos em 1935 pelos ir-
méaos London'® através de duas equacdes envolvendo os campos eléctrico e magnético

microscopicos:
T,
E=A-2 .
Y (7.5)
B=-AVxJ; (7.6)
em que

nge?

I5F. and H. London, Proc. Roy. Soc. (London) A 149, 71 (1935)
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sendo
E = campo eléctrico microscépico

B = campo magnético microscépico

A = parametro fenomenoldgico

ns = densidade de electrées supercondutores
A = profundidade de penetragao

Js = densiadde de corrente supercondutora

po = permitividade do vacuo

A equagao (7.5) descreve a condutividade perfeita, uma vez que o campo eléctrico acelera
os electroes em vez de simplesmente manter a sua velocidade em oposicao & resisténcia
de um condutor normal.

Aplicando o operador rotacional (Vx) a equagéo (7.6) e atendendo a equagdo de Maxwell
V x B = od (7.8)

pode obter-se a equacao'®

B
V’B = ¥ (7.9)

cuja solugao com significado fisico é da forma
B =Bge (7.10)

A equagdo (7.10) implica que o campo magnético ndo penetra no interior do supercon-
dutor, decaindo exponencialmente com uma profundidade caracteristica, A (ver Fig.7.2).

Uma demonstracao das equagoes de London baseia-se na hipotese de que o momento
candnico é dado por
eA
p=mv+ — (7.11)
c
e argumentando que na auséncia de campo, o estado fundamental terda momento p = 0

(teorema devido a Bloch).

Fazendo p = 0 na equagao 7.11, vem para os electroes supercondutores

—eA
mc

(vs) = (7.12)

que sera verdadeira se a fungao de onda do estado fundamental for "rigida" e mantiver
a forma do seu estado fundamental p = 0.

16V x (V x B) = V(V.B) — V2B = —V?2B, uma vez que V.B =0
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Designando por ns a densidade de electroes que participam neste estado fundamental

rigido, vem
1

———A 1
vy (7.13)

Js =nge(vs) =

Derivando (7.13) em ordem ao tempo, obtém-se a equacao (7.5) e fazendo o rotacional
(V x Jy), obtém-se a equagao (7.6)17.

O valor de ng serd no maximo, ny, = n que é a densidade electronica do estado nor-
mal. Este valor limite seré correcto para T' = 0 K e serd de esperar que ns decresca
exponencialmente quando T — T...

Um dos problemas destas dedugbes consiste em ter suposto que a funcao de onda era
rigida. Pippard!® introduziu um parametro, & , a que chamou comprimento de coeréncia
e que esta relacionado com a extensao da fungao de onda dos electroes supercondutores.
Com o argumento simples do principio de incerteza pode concluir-se que

h’UF
kBTc
sendo a, uma constante numérica da ordem de um. O argumento é o seguinte: SO os
electroes no intervalo kg7, da energia de Fermi, poderao ter relevancia para um fenémeno

S~a (7.14)

que tem lugar a T, e estes electroes tém uma gama de momentos Ap = kgT./vp (vF =
velocidade de Fermi). Entao Az > h/Ap =~ hvp/kpT..

&o representa de certo modo o tamanho dos grupos de onda dos electroes supercondutores.

7.2.2 TEORIA DE GINSBURG-LANDAU

Ja em 1950, sete anos antes de BCS, Ginsburg e Landau'? introduziram uma funcio de
onda complexa, 1, como pardmetro de ordem para os electroes supercondutores, tal que
a densidade local de electroes supercondutores era dada por

ns = [(@)]” (7.15)

Usando o principio variacional, derivaram a seguinte equagao

1 h er \? 9
(39 -Za) w480 = -an)v (7.16)

2m* \ 1

VE=-V¢- 22 B=VxA
18 A.B. Pippard, Proc. Roy. Soc. (London) A 216, 547(1953)

19V .L.Ginsburg and L.D. Landau, Zh. Eksperim. i Teor. Fiz. 20, 1064(1950)
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que é analoga a equagao de Schrodinger para uma particula livre mas com um termo nao
linear. ¢ pode ser considerada como a fun¢do de onda do movimento do centro de massa
dos pares de Copper. A teoria de GL introduz um comprimento caracteristico

h

§(T) = [Zm (D)1 (7.17)

A £(T) chama-se comprimento de coeréncia e caracteriza a distancia sobre a qual ¥(r)
pode variar sem indevido aumento de energia.

Num supercondutor puro {(T') = &, para T << T.. Na vizinhanga de T, (T) diverge
com (T, —T)~1/2.

A razdo entre A (profundidade de penetragdo do campo magnético) e £ (comprimento de
coeréncia), chama-se pardmetro de Ginzburg-Landau

K= E (7.18)

Para um supercondutor tipico, A ~ 500 Ae & =~ 3000 Ae portanto Kk << 1.

SUPERCONDUTORES DO TIPO II

Em 1957, Abrikosov investigou teoricamente o que aconteceria se x fosse muito grande,
i.e., £ < A. Chegou & conclusio que se x > 1/v/2, os materiais teriam um compor-
tamento completamente diferente do previsto para os supercondutores conhecidos até
entdo. Demonstrou que para k£ > 1/ V2, em vez de uma transicdo de 1* ordem para

B

Figura 7.10: Indugao magnética nos supercondutores do tipo I e do tipo 11

H = H_., haveria um aumento continuo da penetracao do fluxo que comegava para va-
lores de campo H = H.; e atingia B = H num segundo campo critico H.s conforme o
esquema da Fig.7.12.

Os supercondutores do tipo II nao sao diamagnetos perfeitos, senao abaixo de H,;.
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7.2.3 TEORIA DE BCS

S6 em 1957 surgiu a teoria de BCS, que explicava a supercondutividade, de maneira
muito elegante e inovadora. Pela sua explicacdao, John Bardeen, Leon Cooper, e Robert
Schrieffer receberam o Prémio Nobel de Fisica em 1972.

A ideia béasica da teoria BCS reside na existéncia dos pares de Cooper, resultantes do
potencial atractivo entre 2 electroes, mediada por um fonao. A importancia da interac-
¢ao electrao-fonao na explicagao da supercondutividade foi primeiramente sugerida por
Frolich?® em 1950. Esta sugestao foi confirmada experimentalmente pela descoberta do
efeito isotopico, segundo o qual H. e T, sdo proporcionais a 1/ V/M para isotopos do
mesmo elemento.

Origem da interaccao atractiva:

O conceito fisico fundamental é que um electrao no seu movimento polariza o meio,
atraindo ides positivos. Este excesso de carga positiva atrai um segundo electrao origi-
nando uma interacgdo atractiva entre os 2 electroes (Fig.7.11). Se esta interacgao for
suficientemete forte para vencer a repulsdo de Coulomb surge uma atracgao efectiva e
daf resulta a possibilidade de supercondutividade. Esta interac¢ao é portanto mediada
por fondes (deslocagio dos ides da rede cristalina) e pode ser calculada no ambito dos
formalismos da interacgao electrao-fonao.

k-q k’+q

Figura 7.11: Diagrama da interacgao atractiva entre os electroes de um par de
Cooper, mediada por um fonao. O processo de interaccao é confinado a uma
coroa de espessura wp na vizinhanca de superficie de Fermi.

De um modo simplista e atendendo a conservacao do momento, verifica-se que se um
elctrao sofre uma transicao de k para k’, havera uma troca de momento com um fonao
de moment q = k — k' e a sua frequéncia seré wq. E assim previsivel que a contribuicao
para a blindagem da interacgdo electrao-electrao (mediada pelo fondo) seja proporcional

201, Frélich, Phys. Rev. 79, 845 (1950)
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a1/(w? —w?). Num tratamento mais completo e no ambito da aproximagao de Thomas-
Fermi a interaccao entre 2 electroes toma a forma

2
4me 4e? Wy

+ .
FrR AR -

2

Vig,w) = (7.19)

O primeiro termo representa a repulsao coulombiana blindada (q = k—k’; ks = parame-
tro de blindagem tal que 1/ks = extensdo da blindagem). O segundo termo representa a
interacgao mediada pelo fondo de frequéncia w,. Este termo serd negativo para w < wq
podendo dar origem a um V(q,w) < 0 ou seja a um potencial atractivo entre os 2
electroes que ficam de certo modo ligados (par de Cooper).

O formalismo BCS implica que os 2 electroes que formam o par de Cooper tém momento
k e —k e spins opostos. O potencial atractivo —V deve ser da ordem de grandeza da
energia de Debye hwp = kgOp. ( ©p = temperatura de Debye).

O HIATO E A TEORIA BCS

Embora sugerido por Damt e Mendelssohn?!, a existéncia de um hiato entre o estado
fundamental e os estados excitados num supercondutor, s6 foi posta em evidéncia expe-
rimentalmente com a medida do calor especifico de supercondutores, feita por Corak et
al.22 Estes autores demonstraram que para T < T, o calor especifico era da forma

Cos ~vT.a e bTe/T (7.20)
(a =10 e b = 1.5), enquanto que no estado normal, i.e., para T > T,
Con=~yT (7.21)

Estas medigoes e muitas outras, posteriormente, demonstraram a existéncia de um hi-
ato, que Bardeen, Cooper e Schrieffer?® na sua elegante formulacdo do mecanismo da
supercondutividade esclareceram.

Na teoria de BCS demonstra-se que mesmo uma atraccao muito fraca entre electroes,
como a que surge na interaccao electrao-fonao, pode provocar uma instabilidade na su-
perficie de Fermi e provocar a formagado de pares de electroes com momentos e spins
opostos. Estes pares de electroes (pares de Cooper) tém uma extensao espacial da ordem

21Proc. Roy. Soc. (London) A185, 225(1946)

22W.S. Corak, B.B. Goodman, C.B.Satterthwaith and A. Wexler, Phys. Rev. 96, 1442 (1954); 102, 656
(1956)

23]. Bardeen, L.N. Cooper e J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 108, 1175 (1957)
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de &p e de certo modo, representam os transportadores de carga no estado supercondutor.
Uma das previsdes da teoria é que sera necessario um minimo de energia E, = 2 A(T)
para separar um par de Cooper criando 2 excitagoes (quase-particulas). Este A(T') esta
relacionado com a temperatura critica T, pela expressao, vélida para T << T,:

E,(0) = 2A(0) = 3.528 kpT. (7.22)

PARES DE COOPER

No estado supercondutor, cada par de electroes, também chamado par de Cooper, consti-
tui como que uma particula tinica—uma espécie de molécula formada por dois electroes—
com spin zero. E deixam, por isso, de obedecer ao principio de exclusao de Pauli, podendo
varios pares ocupar o mesmo nivel de energia. Diz-se que seguem a estatistica de Bose-
Einstein, ou que sdo particulas de Bose-Einstein, ou bosoes??.

Num material supercondutor, abaixo da temperatura critica, as vibragoes dos atomos
entram em acgao, e levam os electroes a formar pares, de spin zero. Ao mesmo tempo, a
banda de energia separa-se em duas, com um hiato entre elas, e um nivel a meio que pode
ser ocupado pelos pares de electroes, que nao obedecem ao principio de exclusao de Pauli.
Abaixo da temperatura critica, os electroes que estavam nos ultimos niveis preenchidos
no estado normal, vao todos atras uns dos outros para o estado a meio do hiato. E como
esse nivel pode conter tantos pares de electroes quantos houver no material, quando se
aplica um campo eléctrico, os pares de electroes vao deslocar-se sem resisténcia.

Para ver como surge a ligagao entre os 2 elctroes, consideremos um modelo simples de 2
elctroes adicionados ao mar de Fermi a T'= 0 K com a condig¢ao de que estes 2 electroes
interagem um com o outro mas nao com os outros (do mar de Fermi) excepto através do
principio de exclusao. Por argumentos relacionados com o teorema de Bloch é natural
que o estado fundamental tenha momento total nulo e que portanto, os electroes tenham
momentos opostos. Isto sugere uma funcao de onda

Yo(r1,r2) = Z gi e'tery) gmilkers) (7.23)
k

Tomando em conta o principio de exclusao (antissimetria das fungdes de onda), o estdo
fundamental serda da forma

Yo(ry,ra) = Z gk cosk.(r1 —ra) | (a1 f2 — Braz) (7.24)

k>kp

24Muitos fisicos preferem chamar “condensado fermiénico” aos pares de Cooper do estado supercondutor,
uma vez que os electrées sao individualmente particulas que seguem a estatistica de Fermi-Dirac.
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Substituindo esta funcao de onda na equagao de Schrodinger para o problema pode
demonstrar-se que os coeficientes gx e os valores proprios da energia estao relacionados
por

(E-2E)gc= Y Vi g (7.25)

k'>kp

em que Fy sao as energias dos electroes nao perturbados e Vixs, os elementos matriciais
da interaccdo (ver expressao 7.19). Se existirem solugbes tais que F < 2 Ep havera
formacgao de pares de Cooper. Cooper fez a aproximacao Vi = —V para estados entre
kr e kp +hwp (wp = frequéncia de Debye) e Vi = 0 para estados fora desse intervalo.

Nestas condigbes a equagao (4.26) da

29 (7.26)

—y
Gk 2E, — E

somando ambos os lados e eliminando ) giv obtém-se
1 -1
7= > (2B —E) (7.27)

k>kF

Substituindo o somatério por integral e introduzindo a densidade de estados no nivel de
Fermi N(EF), obtém-se

1 Brhon 4p 1 2Ep — E + 2hwp
—=N(E ——— = -N(Ep)l 2
% (F)/EF 5E_F 2 e (7.28)
No caso geral em que N(Ep)V << 1, teremos
(B~ 2B —2hwp e 2/NEDV | (7.29)

Esta expressao mostra que existe um estado ligado com energia negativa relativamente ao
nivel de Fermi, sendo esse estado constituido por um par de electroes que separadamente
teriam energia F > Ep. Note-se o envolvimento da densidade de estados no nivel de
Fermi.

Um tratamento mais completo conduziria a existéncia de um hiato
A~ 2hwpe” YNERV (7.30)

€ a expressao

By = (A + 51%)1/2 (7.31)

para os estados excitados. Nesta expressao { = E, — Er = energia relativamente ao
nivel de Fermi.

301



UM POUCO DE TEORIA

Note-se que em todas estas expressoes se considerou 7' = 0. O efeito da temperatura
poderia introduzir-se através da distribuicao de Fermi-Dirac e conduziria as seguintes
expressoes importantes:

A(0) ~ 1.76 kT,

A(T T\'? (7.32)
(T) ~ 1.74 (1 — T) para T = T,
c

que relacionam o hiato com T, e mostram como este varia na vizinhanca de T.

08

€T)

€,(0) o8-
04

Q.2

! L ! L
.0 0.2 04 06 08 1.0
/T,

Figura 7.12: Razao entre o valor do hiato para as excitagoes elementares e o valor
paraT = 0 K, vs. temperatura. Reproduzido de J. Bardenn, L. N. Cooper and
J. R. Schrieffer, Phys.Rev. vol.108,(1957), 1175

7.2.4 EFEITOS DE JOSEPHSON

A esséncia do estado supercondutor consiste na existéncia de um condensado de particulas
descrito por uma fungéo de onda ¥ (r) que tem amplitude e fase e que mantém a coeréncia
de fase ao longo de distancias macroscopicas, £(T'). Este condensado de particulas é
analogo, mas nao idéntico ao condensado de Bose-Einstein, em que os pares de Cooper
tém o comportamento de bosoes como no caso do hélio superfliido.

O significado fisico do grau de liberdade fase, foi evidenciado por Josephson® que previu
que os pares de Cooper poderiam passar, por efeito tinel, de um supercondutor para
outro (separados por um isolador) mesmo a diferencas de potencial nulas, com uma
densidade de corrente

J = Josen (61 — 03) (7.33)

25B. D. Josephson, Phys. Letters 1, 251 (1962)
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em que Jy = constante, 6; é a fase nos supercondutores 1 e 2.
Brian Josephson, previu, e a experiéncia confirmou, vérios efeitos, em 1962, quando tinha

22 anos e fazia o trabalho de tese de doutoramento em Cambridge:

1. A existéncia de uma corrente através de uma jungao supercondutor /isolador/su-
percondutor, S|I|S, mesmo sem a aplicacdo de uma diferenca de potencial, i.e.,
V =0 (Fig.7.13).

INSULATOR

R Y
\\\\\\ N \\ NN \\\
NN
- /

SUPERCONDUCTOR

Figura 7.13: Juncgao entre dois supercondutores, separados por uma pelicula
muito fina de material isolador.

2. A aplicacao de uma diferenga de potencial DC nao nula, i.e., quando V # 0 gera
uma corrente alterna através da jungao cuja frequéncia é f = %V

3. A aplicacao uma diferenga de potencial alterna (AC) gera uma corrente através da
jungao cuja caracteristica I — V apresenta picos a intervalos de %w, em que w € a
frequéncia da corrente AC. Pela medida destes intervalos pode calcular-se a razao
2e 4
5 que é

2e

5 = 483.5912 MHz/uV/

4. Se for aplicado um campo magnético na regido entre duas juncoes (Figs.7.14 e
7.15) observam-se oscilagoes rapidas da corrente com variagdes no campo magnético
devidas ao termo de interferéncia cos(e®/h) da equagao

e
Jiotal = Jo sen dg cos W

Consideremos uma juncdo supercondutor/isolador/supercondutor, S|I]S (Fig.7.13) em
que a camada isoladora é suficientemente pequena para que possa haver efeito de tinel
através da jungao.
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Figura 7.14: Duas jung¢des de Josepshon em paralelo. A um dispositivo deste

género chama-se Superconducting Quantum Interference Device (SQUID). Fig.
de Feynman Lectures on Physics Vol 3.

—_—
JOSEPHSON CURRENT
(ARBITRARY UNITS)

c
|
|

i 1 | | 1 1 1 ! 1 | 1
-500 -400 -300 -200 -I00 0 100 200 300 400 500

MAGNETIC FIELD (MILLIGAUSS)

Figura 7.15: Gréfico da corrente através de um par de jungbées em func¢ao do
campo magnético aplicado na regiao entre as jungoes. As oscilagées sao devidas

ao termo de interferéncia cos(e®/h) entre as duas jungoes da equagao ). Fig. de
Feynman Lectures on Physics V.3.
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Seja 11 a amplitude para encontrar um electrao de um lado e 1o a amplitude para
encontrar o electrao do outro lado.

A dindmica das duas fungoes de onda (equagao de Schrédinger dependente do tempo) é
determinada pelas duas equagoes acopladas

0
i = s + Ko

0 (7.34)
z’ha—f — poty + Koy

em que K é uma constante que representa o acoplamento através da juncao, e 1, pz sao
os potenciais quimicos de cada lado (energias de Fermi, se forem metais).

Vamos supor que as fungoes de onda sao da forma

U1 = /pre?
o = /pr e’

em que p; e ps sao as densidades de pares de Cooper e 0, e 0 s@o as respectivas fases.

(7.35)

Substituindo as equagGes 7.35 nas equagoes 7.34 obtém-se

Ip1 dp2

hE:_ §:2K1/p1pgsen(91—92)
0
i 8t(2 1) = H2 — 1

Estas sao as equagoes que governam os efeitos de Josephson, mas podem ser escritas de

forma mais compacta. A derivada em ordem ao tempo da densidade de pares de Cooper
9p

EIR
diferenca de potencial V através da jungdo, os niveis de energia deslocam-se de acordo

com po — p1 = 2eV. Escrevendo Jy = 2K \/p1p2/hi e § = 01 — 05 vem

J = Jysend (7.36)

00 2e
4 (7.37)

descreve uma densidade de corrente e podemos escrever J = Se aplicarmos um

As equagbes 7.36 e 7.37 sdo as equagOes gerais da teoria da jungdo de Josephson. A
corrente I (cuja densidade é J) chama-se corrente de Josephson ou supercorrente. A
caracteristica I —V nao linear esta na origem de varios fenémenos fisicos. Vamos estudar
alguns casos simples:
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EFEITO DE JOSEPHSON DC

Das equagdes (7.36) e (7.37) é claro que a corrente DC pode fluir através da jungao
mesmo a tensao nula, V = 0 enquanto a densidade de corrente DC for menor do que Jp.
A diferenga de fase ajustar-se-a de acordo com a equagao (7.36)

EFEITO DE JOSEPHSON AC

Figura 7.16: Gréfico da corrente através de um par de jungoes em func¢ao do
campo magnético aplicado na regido entre as jungées. As oscila¢ées sdo devidas
ao termo de interferéncia cos(e®/h) entre as duas jungoes da equagao). Fig. de
Feynman Lectures on Physics V.3.

Se for aplicada uma tensdo V (ou uma corrente DC maior do que Iy) na jungao obtém-se
das equagoes (7.36,(7.37)

2
J = Jysen <hth> (7.38)

Assim, quando é aplicada uma tensdo a corrente de Josephson ira oscilar com uma
frequéncia angular

2
wy = Fev (7.39)

em que 2—h€ = 483.5912 MHz/uV. Este é um resultado notavel—de que um campo eléctrico
DC (corrente directa) vai induzir uma corrente alterna—foi, ndo s6 observado, mas tem
sido a base para técnicas de medi¢ao da relagao fundamental e/h com grande precisao.

DEPENDENCIA DA CORRENTE DE JOSEPHSON COM O CAMPO MAGNETICO

Consideremos o caso ainda mais notavel de um dispositivo com duas jun¢oes em paralelo
(Fig.7.14) na presenca de um campo magnético B.
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A corrente de Josephson através da jungao a, na presenca de um campo magnético sera,
de acordo com as equagoes (7.3, 7.39)
2e

J, = Jpsen {50 + —

- A.ds} (7.40)

cima
em que o paréntesis recto ¢ a diferenga de fase Ayqscpg através da juncao a. Identica-
mente

Jp = Jysen {50 + 2—; A.ds} (7.41)

Se considerarmos que as diferencas de fase através da jungao a seja igual a diferenca de

bairo

fase através da jungao b, e se as subtrairmos obtemos a diferenga das fases pelo integral
de linha de A ao longo do circuito atravessando ambas as jungoes:

2e 2e
5[, — (5a = %‘/I‘Ads = fQ (742)

em que o integral sobre A é o fluxo magnético ® através do circuito. As duas diferencas
de fase vao diferir de 2—; vezes o fluxo ® que passa entre os dois ramos do circuito.

Podemos controlar esta diferenga de fase variando o campo magnético no circuito e
ajustar as diferengas de fase de modo a provocar a interferéncia entre as correntes através
de cada uma das jungoes. A corrente total serd a soma de J, e J,. Por conveniéncia
vamos escrever

e e
0, = 0o + g O0p = dp 5

Entao temos para acorrente total

Jiotal = Jo [sen (50 + %@) + sen (60 — %CI))] (7.43)
que, daZ6
Jiotal = 2Jg sen g cos (%@) (7.44)

Deixemos de parte o §y que dependera, entre outras coisas, de uma eventual diferenca
de potencial aplicada a jung@ao. De qualquer modo o sen dg nunca sera maior do que 1.
Entao a corrente maxima para um dado ® serd dada por

Jmaz = Jo ‘cos (%‘b)’ (7.45)

Esta corrente maxima vai variar com o fluxo ® e ela propria terd maximos sempre que
ed — e2rFH :
7P =570 =nnd, ou seja

h
d=n—=ndP,
2e

26atendendo a que sen (z + y) + sen (z — y) = 2senx cosy
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sendo n um namero inteiro. Quer dizer, a corrente tem maximos para valores do fluxo

multiplos do quantum de fluxo ®.

A corrente de Josephson através da juncao dupla tem o comportamento indicado na
Fig.7.15 e esse facto é verificado experimentalmente. As oscilagoes rapidas da corrente
em fungao do campo magnético sao devidas ao termo de interferéncia cos (%@) da equagao
(7.45).

Uma das questoes intrigantes da mecanica quantica é a de saber se o potencial vector A
existe num lugar em que nao haja campo. Resultados obtidos em experiéncias em que o
campo nao esta na vizinhancga dos fios e apresentam correntes que oscilam em funcao do
fluxo, de acordo com a equagao (7.45), confirmam a "realidade fisica do potencial vector”.

Um outro aspecto notavel é o fenomeno de interferéncia entre as correntes das duas
jungoes, fenémeno, em tudo idéntico ao da experiéncia de Young, em que um feixe de
luz d4 franjas de interferéncia quando passa por duas fendas (Fig.7.17).

CRITICAL CURRENT - INTENSITY
o f=) - -

o {5 (N o n
1 gl i 1

S

1-
1

MAGNETIC FIELD

0 ¢s'0-
1

1

aumguoba - @134 JILANDYH
‘0

3
I

TOTAL CRITICAL CURRENT

S'L

Figura 7.17: Analogia de um SQUID num campo magnético com a experiéncia
de Young—interferéncia da luz ao passar por duas fendas.

Os dispositivos baseados em jungoes de Josephson como o da Fig.7.14 tém o nome de Su-
perconducting Quantum Interference Devices (SQUID) e, entre outras aplicagoes, servem
para medir campos magnéticos com grande precisao.

O valor de 2—; que agora se chama constante de Josephson, e é, como se pode verificar, o
inverso do quantum de fluxo magnético

2
Ky = ﬁe = 4.83597891(12) x 10" 571V}
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INTERACCAO ELECTRAO-ELECTRAO MEDIADA POR FONOES
SUPERCONDUTIVIDADE

relaciona a carga elementar e com a constante de Planck h. Pode ser medida com a
precisdo de 1 em 108. O seu valor ¢ independente do tamanho, da forma, ou composicio
do anel, desde que seja de material supercondutor?” e esteja abaixo da temperatura
critica.

A constante de Planck pode ser calculada com grande precisao, por exemplo, pelo efeito de
Hall quéantico, descoberto por Klaus von Klitzing, e que é a versao quantizada, com valores
discretos, do efeito de Hall, que consiste na observagao de uma diferenca de potencial entre
dois pontos de um material semicondutor por onde flui uma corrente eléctrica, gerada por
um campo magnético aplicado perpendicularmente & direcgdo da corrente. A diferenca de
potencial é proporcional & corrente eléctrica, sendo a constante de proporcionalidade, a
resisténcia, dada pela lei de Ohm V = IR. Neste caso, a resisténcia chama-se resiténcia
de Hall e tem um valor muito bem definido, agora chamado constante de von Klitzing:

h
Ry = — = 25 812.8056(12) Q
e

Todas essas constantes envolvem a constante de Planck e o valor absoluto da carga do
electrao! E isso permite calcular a constante de Planck com uma grande precisao:

h = 6.62606896(33) x 10734 J s

e o valor da carga elementar e, também pode ser medido com muita precisao com uma
simples experiéncia de electroquimica:

e = 1.602176487(40) x 10719 C

27do tipo II
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7TA TRANSICOES DE FASE

E uma condicdio necessaria para a ocorréncia de qualquer processo espontaneo, a de
que a energia de Gibbs do sistema diminua. Portanto, numa transi¢ao de fase a« — (8
teremos (g — fla) < 0, em que i, € pg sdo os potenciais quimicos' das fases o e 3
respectivamente.

Atendendo a que G = H—T'S e que dH = dq+V dp, teremos para um processo adiabatico
dG = Vdp — Sdt e portanto

dp

22 _ g

dT
i.e., a derivada do potencial quimico em relagdo & temperatura é a entropia negativa
molar (Fig.7A.1).

Wsaiia

T, T

Figura 7TA.1: Variacao do potencial quimico com a temperatura numa transicao
como a fusao de um sélido—ha uma descontinuidade no potencial quimico .

Ehrenfest classificou as transicoes de fase baseado no comportamento da energia livre
termodinamica em fungdo de outras variaveis termodinamicas. Segundo este esquema,
as transigoes eram rotuladas pela derivada de menor ordem que fosse descontinua para
a transicao. As transigoes de primeira ordem tém uma descontinuidade na primeira
derivada da energia de Gibbs com respeito a uma outra varidvel como, por exemplo, a
temperatura. As transi¢oes de segunda ordem sdo continuas na primeira derivada, mas
sao descontinuas na segunda derivada.

Nas transi¢oes de primeira ordem (e.g., fusdo, sublimagao):

— j—éﬁ é descontinua na temperatura de transicao.

1O potencial quimico de um sistema é a energia de Gibbs por mole, u = G/n, em que G = H — TS é a
energia de Gibbs, sendo H, a entalpia, S, a entropia e T', a temperatura absoluta
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— O calor especifico ¢, = T92 ¢ infinito a temperatura de transi¢io e 021/0T? & des-
continua.

— O volume molar, V', a entropia, S e a entalpia, H sao descontinuas a temperatura de
transigao.

— A transicdo de fase tem uma entalpia de transi¢do nao nula.

w Vv H C

T\rans T T!rans T Tlram T Trrms T

Figura 7A.2: Variagao de u, V,H, e ¢, com a temperatura numa transicao de
primeira ordem.

Estas transi¢oes ocorrem com uma mudanga brusca na simetria do sistema: na fusao, por
exemplo, o sistema (s6lido) é anisotropico (baixa simetria) e passa a isotropico (simetria
elevada). Em geral, a fase de maior simetria corresponde a T' > T.

Nas transigoes de segunda ordem (e.g., transi¢ao para o estado ferroeléctrico, e transigao
para o estado supercondutor):

— g—éﬁ é continua na temperatura de transicao.
— O calor especifico ¢, = T% ¢ descontinuo na temperatura de transigao.

— O volume molar, V, a entropia, S e a entalpia, H sao continuos a temperatura de
transicao.

— As derivadas do volume molar e da entalpia, vs. temperatura, sao descontinuas na
temperatura de transicao.

H& um tipo de transigoes provocadas por fonoes, para as quais a variagdo do calor
especifico com a temperatura consiste num méaximo estreito e assimétrico com a forma
da letra grega A, e, que, por isso sao chamadas transi¢oes \. Embora esse nome nao tenha
sido dado pela primeira vez em que apareceu, no N H,Cl solido, em 1922, foi a primeira
transigdo A genuina a ser descoberta. O nome comegou a ser dado a partir da descoberta
da transicio no *He. Tem sido observada em transicdes para estados ferroelétricos,
ferromagnéticos, antiferromagnéticos, diamagnéticos (supercondutores). A transigdo A
é considerada uma transicao ordem/desordem do tipo pares/singles e foi analisada em
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A% H C

u b

\

T T T T T T Tow T

Figura 7A.3: Variagao de u, V,H, e ¢, com a temperatura numa transicao de
segunda ordem.

detalhe por R. J. Thorn?. Abaixo da temperatura de transicdo, o sistema é formado por
pares (de spins, dipolos, 4tomos), que & temperatura de transicao de separam em singles.

Na transicao A:

— O calor especifico ¢, = Tg—; é descontinuo na temperatura de transicao.

— Teoricamente, a transicdo tem uma entalpia de transicao especifica, embora na préatica,
a entalpia de transigdo s6 exista como um limite de tempo infinito.

— O volume molar, V, a entropia, S e a entalpia, H sdo continuos & temperatura de
transicgao.

— A transicdo A é semelhante as transi¢oes de segunda ordem, excepto que tém teorica-
mente um calor especifico infinito na temperatura de transigao.

Na figura 7A.4 mostra-se a variacdo do calor especifico C}, na transigao do tipo A (super-
condutividade) no Y-Ba-Cu-O: ajustamento por minimos quadrados de expressdo tedrica
de R. J. Thorn, envolvendo a variagao do equilibrio quimico entre pares e singles.

Ha outros tipos de transicoes de entre as quais se salienta a transi¢cdo vitrea entre uma
fase liquida e uma fase vitrea, que ocorre, por exemplo, em polimeros. O estado vitreo é
um estado em que ha uma desordem congelada, e a sua entropia e densidade dependem
da historia térmica.

7A.1 PARAMETROS DE ORDEM

Nas transigoes de segunda ordem, a simetria do sistema varia continuamente. Sao carac-
terizadas por uma susceptibilidade divergente, um comprimento de correlacao infinito e

2R. J. Thorn, "On the origin of the lambda-type transition in heat capacity”, J. Chem. Thermodynamics
2002, 34, 973-985.
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Figura 7A.4: Variacao do calor especifico, C},, na transigdo A no superconduto
YBayCusOgy,. Fig. reproduzida do artigo de R. J. Thorn. Circulos a negro:
valores experimentais. Curva a cheio: ajustamento de minimos quadrados para
a teoria envolvendo a variacao do equilibrio quimico entre pares e singles.

um decaimento exponencial das correl¢oes na vizinhanga de um ponto critico. A transi-
¢ao para o estado ferromagnético, a transicdo para o estado supercondutor sao exemplos
de transi¢oes de segunda ordem. A variagdo continua da simetria do sistema é carac-
terizada por um pardmetro de ordem ¢, que é nulo para a fase de maior simetria (e.g.,
estado normal) e assume valores nao nulos para a fase de menor simetria (e.g., estado
supercondutor). Nas transi¢oes de 2* ordem ¢ ¢ uma fungdo continua da temperatura
(Fig.7A.5). Os parametros de ordem sdo normalmente quantidades que sdo nulas, na

A

- H .
’ = y

<(])> <¢>

. T T
Figura 7A.5: Parametro de ordem vs. temperatura em transicoes de 2% e 12

ordem.

fase acima do ponto critico e ndao nulas abaixo. E o parametro de ordem que define o
inicio da transigao de fase. Para um sistema ferromagnético que passa por uma transicao
de fase, o parametro de ordem ¢é a magnetizacao.
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Quando a simetria é quebrada, é necessério introduzir uma ou mais varidveis para descre-
ver o estado do sistema. Por exemplo, para a fase ferromagnética é necessario considerar
a magnetizacao, cuja direccao foi espontaneamente assumida quando o sistema foi arre-
fecido abaixo do ponto de Curie. Essas varidveis sdo exemplos de parametros de ordem.
Um parametro de ordem é uma medida do grau de ordem no sistema—varia desde zero
para a desordem total até um valor de saturacao para a ordem completa.

7A.2 EXPOENTES CRITICOS

As transicoes de fase continuas sdo caracterizadas por certos parametros chamados ez-
poentes criticos. O mais importante é talvez o expoente que descreve a divergéncia do
comprimento de correlacao térmica na vizinhanca da transicao. Um bom exemplo de um
expoente critico é o do calor especifico: quando se varia a temperatura T', mantendo to-
das as outras varidveis termodindmicas fixas: quando T é proximo de T o calor especifico
tem um comportamento exponencial

C, o [T, —T]

O mesmo comportamento se verifica para o comprimento de correlagao, com o expoente

v em vez de «.

Para —1 < a < 0, o calor especifico tem uma descontinuidade & temperatura de transigao.
Este é o comportamento do hélio liquido na chamada transigao lambda quando passa do
estado normal para o estado de superfluido para o qual a = —0.0127 & 0.0003. Este é
considerado o teste mais preciso até agora (2003) das previsoes tedricas para os fendmenos

criticos®.

O hélio tem 99.999865% de *He (dois neutrées e dois electroes), sendo o
restante o ® He (36 com um neutrao). E o tinico gds que dd um bom superfluido
porque as forcas intermoleculares sao muito fracas. A superfluidez do hélio
foi demonstrada para o *He, em 1962 por Landau. O hélio condensa a 4.2 K,
e torna-se superfluido a 2.17 K (Fig.7TA.6).

Os expoentes criticos nao sao independentes uns dos outros: s6 dois sao independentes
podendo os outros ser deduzidos a partir deles, recorrendo a relacoes de escala.

3'Specific heat of liquid helium in zero gravity very near the lambda point”, J. A. Lipa et al., PHYSICAL
REVIEW B 68, 174518 (2003).
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Figura 7A.6: Resultados experimentais na vizinhanca da temperatura de transi-
¢do para a experiéncia realizada no espago. A linha mostra o melhor ajustamento
dos resultados experimentais com os valores teéricos. As medidas foram feitas
no intervalo de temperaturas de 22 mK abaixo da transicao até 4 mK acima. A
experiéncia foi realizada em orbita para reduzir o arredondamento da transicao
provocado pelos gradientes de pressao induzidos pela aceleracao da gravidade.
Na regiao assimptética as medidas foram feitas no intervalo de 2 nK.

Para estudar os expoentes criticos, define-se uma temperatura ¢t e um caumpo4 h que sao

adimensionais:

T-T, H
e h =

t
Tc kB Tc

O expoente critico A de uma fungdo f(t) é definido como

In /(1)
Int

A= limt*}O

Junto da temperatura critica 7T,, a funcio f(t) é dominada por t*. Na tabela (7A.1)
dao-se as definigoes dos expoentes criticos e amplitudes que definem a intensidade das
principais singularidades. Em principio, deveriam considerar-se dois expoentes: um para
t > 0 e outro para t < 0, mas pode demonstrar-se que sao iguais.

Note-se que as amplitudes criticas A para o calor especifico sdo proporcionais a um
factor 1/a, o qual permite a descri¢ao de situagoes para as quais o expoente « é positivo,
negativo ou zero. Na tabela 7TA.2 dao-se alguns dos expoentes criticos teodricos, valores

experimentais e ordens de grandeza aproximadas.

4Para sistsemas ferromagnéticos é o campo magnético mas a nogao é extrapolavel para outras situagdes.
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Tabela 7A.1: Definicao de expoentes criticos e amplitudes

Expoente  Definigdo

Descricao

a C =24~

B (¢) = B(—t)”

¥ x =Tt~

s (@) = D' h|R|0 7070
v £=2Clt|™

G(Q) = Dooq_(2_n)

3

Calor especifico

Parametro de ordem, ¢ < 0
Susceptibilidade

Isotérmica critica de ¢ a t =0
Comprimento de correlagao

Fungao de correlagao, t =0

Tabela TA.2: Alguns expoentes criticos e valores teéricos e experimentais. Fonte:
P.M. Chaikin and T.C.Lubensky, "Principles of Condensed Matter Physics",

Cambridge Univ. Press, 1995.

Expoente @ B8 ~ v n
Propriedade C (calor esp.) ¢ (p. ordem) x (susc.) & (c. corr.) G (f. corr.)
Definigao C~ft= () ~ [t° X~ e~ Glg) ~ g P
Campo médio 0 0.5 1 0.5 0

Outras teorias 0.1-0.2 0.30 - 0.36 1.1-14 0.59-0.71 0.04

Val. experim. 0.0 -0.11 0.30 - 0.34 1.24-182 06-1.1 0.03 - 0.06
Ord. grand.(3D) ~0 ~1/3 ~4/3 ~2/3 ~0
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E notavel que ha muito pouca variacdo entre os valores dos expoentes criticos entre
sistemas para a mesma dimensao espacial d. A trés dimensoes, § é da ordem de 1/3,
da ordem de 4/3, v da ordem de 2/3, e o expoente do calor especifico, o, da ordem de zero.
Ha, no entanto diferencas substanciais entre sistemas de dimensao diferente. O método
baseado no grupo de renormalizagao introduzido por Kenneth Wilson nos anos de 1970
permite calcular os expoentes e estabelece que eles devem depender da dimensao espacial
do sistema, da simetria do parametro de ordem, e da simetria e ordem de grandeza das
interacgoes, mas nao dos detalhes da forma e da intensidade das interacgoes. Assim, ha
classes de universalidade e todas as transi¢coes da mesma classe tém os mesmos expoentes
criticos.

Outro aspecto notével das transicoes de segunda ordem é o de que nem todos os expoentes
criticos sao independentes. Por exemplo, v é sempre da ordem de 2v e a4+ 25 + v é da
ordem de 2. Estas relagoes sao o resultado da homogeneidade das propriedades de escala
das fungoes de correlagao e das variaveis termodindmicas na vizinhanca de T, as quais
podem ser deduzidas a partir do grupo de renormalizagao.
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7A.3 RENORMALIZACAO

— Considerar a lagrangeana (e.g., L = T — V) — Na lagrangeana, as interacgdes tém
coeficientes chamados constantes de acoplamento ¢ (e.g., ¢S.1.S.2).

— Reduzir cada variavel a um “comprimento”
— Introduzir distancias D= cutoff (distancias de corte): Pontos fixos: Ultravioleta (D

minimo) e infravermelho (D méximo).

Renormalizar significa ir ajustando as constantes de acoplamento a medida que fazemos
variar D.

As constantes de acoplamento variam escalonadamente (scale) com D elevado a um

c D\ ¢
)

Na fisica dos s6lidos, num transicao de fase de 2* ordem D,,;,=distancia entre atomos;

expoente negativo.

Das = 00.

A fungéo de correlagao (s(x)s(y)) s6 depende da distancia entre x e y. Longe do ponto
critico, decai exponencialmente com a distancia, e este decaimento determina um com-
primento de correlagdo L, tal que

{s(2)s(y)) ~ e"lemvl/E

Mas quando nos aproximamos do ponto critico, o comprimento de correlacao tende para
infinito, i.e., L — 0o, e mesmo no ponto critico (s(z)s(y)) decai segundo uma poténcia

da distancia: )

~ d
|z — y

(s(2)s(y))

d = expoente critico
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SUPERCONDUTORES ORGANICOS.

7B INSTABILIDADES EM SOLIDOS QUASE-UNIDIMENSIONAIS. CONDUTORES E SU-
PERCONDUTORES ORGANICOS.

7B.1 INTRODUCAO

Para um estudo mais aprofundado deste tema recomenda-se o artigo de re-
viséo de D. Jérome e H. J. Schulz: D. Jérome and H. J. Schulz, "Orga-
nic Conductors and Superconductors”, Advances in Physics, 51:1, 293-479;
http://dx.doi.org/10.1080/00018730110116362

Em soélidos de extrema anisotropia, como se observa em condutores e semicondutores
organicos, quer em materiais moleculares quer em polimeros, as interacgoes electrao-
electrao mediadas por fonoes dao origem a instabilidades estruturais e a transi¢oes de
fase do tipo metal-isolador e transigoes de spin, bem como o aparecimento de supercon-
dutividade. O formalismo para tratar estas instabilidades é, em grande parte idéntico
ao da supercondutividade, e todas estas situagoes sao fendmenos criticos que podem
beneficiar de um formalismo geral comum.

Em solidos quase-unidimensionais, as interacgoes iao-iao, electrao-electrao e electrao-
fonao, podem ser muito diferentes consoante a direc¢ao no sélido. Sao exemplos destas
situacoes os cristais moleculares e os polimeros, condutores e semicondutores, nos quais
se podem considerar cadeias de 4tomos ou moléculas.

A anisotropia nas propriedades destes soélidos pode atingir valores muito grandes, sendo
tipico que, por exemplo, a condutividade eléctrica seja 10% ou 10° vezes maior ao longo da
cadeia, em que hé interacgoes m — w entre moléculas empilhadas, ou ao longo de cadeias
de polimeros conjugados.

Se considerarmos um so6lido a uma dimensdo (1D)—situacdo extrema—a tGnica maneira,
pela qual um extremo do sistema sabe o que se passa no outro extremo, é pela informacao
transmitida directamente ao longo da cadeia. Naturalmente que nesta situagao qualquer
perturbacao ou flutuag¢dao pode cortar o fluxo de informagao e consequentemente a ordem
a longo alcance.

Uma vez que, para T" > 0, hé sempre flutuacées na rede, um sistema 1D nao pode
ser efectivamente ordenado, a nao ser a T=0. KEste facto torna os sistemas 1D reais
interessantes, uma vez que nunca sao estritamente 1D e apresentam muitos tipos de
flutuagoes, instabilidades e transi¢oes de fase.

Podem considerar-se varios tipos de instabilidades num sélido 1 D, nomeadamente:
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1. Na presenca de interacgoes electrao-fonao, o estado fundamental é instavel relati-
vamente a formagao de ondas de densidade de carga, CDW ou ondas de densidade
de spin, SDW (Instabilidade de Peierls). Esta instabilidade compete, em geral,
com a supercondutividade—instabilidade BCS.

2. Num sistema a uma dimensao com interac¢oes de curto alcance, as flutuagoes
térmicas destroem a ordem a longo alcance a qualquer temperatura 7" > 0.

3. Uma quantidade arbitrariamente pequena de desordem provoca a localizagao de
todos os electroes e portanto transforma um metal unidimensional num isolador.

Devido & interacgao electrao-fonao forma-se uma CDW.
E gerado um hiato no nivel de Fermi Ep

Em metais quase 1D, a baixa T, a energia elastica necesséaria para modular a rede cris-
talina & menor do que o ganho em energia dos electroes de conducao, de modo que o
estado fundamental é uma CDW.

7B.2 INSTABILIDADE DE PEIERLS

Peierls e Frohlich! mostraram que um sistema electrénico a uma dimensdo numa rede
deformével é instéavel relativamente a uma modulacao da rede com vector de onda 2k,
em que kr é o vector de onda de Fermi. Um tal sistema é descrito pelo hamiltoniano

H= Z eray, axs + qub;bq + % Z ag+q7saks (bg +b7,) (7B.1)
ks q

kqs

em que aﬁs e ays sao respectivamente os operadores de criagao e de aniquilagao de elec-
troes no estado de Bloch &k com spin s e energia e (¢, = 0), e b;r e bg sao operadores de
criagao e de aniquilagao de fondes de vector de onda ¢ e energia w,. Sao usadas unidades
em que h = 1 e L é o comprimento do sistema. Os dois primeiros termos descrevem,
respectivamente, os sistemas de electroes e fondes nao interactivos. O terceiro termo € o
termo de interacgao electrao-fonao com constante de acoplamento g, normalmente funcao
de k e ¢q. No presente contexto, os electrdes com |k| =~ kp e os fondes com |q| = 2kp sdo
os mais importantes, de modo que a dependéncia de g com os vectores de onda pode ser
ignorada. Os somatorios sao limitados & primeira zona de Brillouin.

IPeierls, R. E., 1955, Quantum Theory of Solids (London: Oxford University Press), p. 108; Frohlich,
H., 1954, Proc. R. Soc. A, 223, 296.
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Metallic  Electron density
state Lattice position --Jf------- " — E— a— [ — I— I .

(q) ) Phonon
H dispersion

0 ke mwb q b ke 0 ke mb K
Phonon Wave vector Wave vector

Cool down
Peierls transition

CDW Electron density ~~ " L~ S~

state Lattice position --[f------ff-------------- — -1 -

(low T) ola)

0 % b q
Phonon Wave vector Wavevector

Figura 7B.1: Ondas de densidade de carga e formacgao do hiato

transicdo E
de
Peierls

—

Y

isolador
(semicondutor)

Figura 7B.2: Formacgao do hiato—transi¢ao de Peierls
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As oscilagoes da rede u sao dadas em termos dos operadores de fonoes, como

by +bt,) €'t (7B.2)

1
u(m)zz\/ﬁ(

Uma modulagao da rede com vector de onda 2kp é descrita por (bax,.) = <bJ_r2kF> x VL,
i.e., os modos de fonoes com vector de onda +kp estdao ocupados.

Na aproximacao do campo médio podemos entao descrever aproximadamente o sistema
pelo hamiltoniano

2
H= Z eral, ps + 2wanp (b )| + 7% Z (aL?kF)saks(bzkﬁ + aﬂ%ﬂsaks(b;,w»

ks ks
(7B.3)
i.e., a modulagao da rede mistura os estados k com estados k + 2kp. Mais importante
é a mistura entre os estados quase degenerados com |k| &~ kr que podem ser tratados
aproximadamente no modelo do electrao livre, dando

H= ZEk e Crs + Lc‘;2%|A|2
ks (7B.4)

9 9 9 1/2
By = (k] = kr) [vF (K] = kr)? + |4

Nesta equagao, ey, foi linearizado na vizinhanga dos pontos de Fermi, i.e., e, = vp(k — kp),
(vp & a velocidade de Fermi), C;s e cis sao operadores de criacao e aniquilagao de elec-
troes em estados que sao combinagoes lineares dos antigos estados k e k + 2kp, e em que
definimos o parametro de ordem

2g(b
A= M (7B.5)
VL
Como se vé em (7B.4) a modulagao da rede implica a abertura de um hiato de largura
2/ no espectro electréonico no nivel de Fermi.

A origem deste hiato é a mesma da teoria de bandas: reflexao de Bragg devida a modu-
lacao periddica da rede. Naturalmente, a energia dos electroes diminui com a abertura
do hiato. Por outro lado, aumenta a energia elastica descrita pelo segundo termo da
primeira equagao (7B.4). A energia total dos electrdes pode ser calculada por

kr
Ea(A)=2 Y E,

k=—kp (7B.6)
LnE A? 2F
__ n2 F [1 + |E12|: In ( Af) + termos de ordem superior
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Nesta equacao, Er é a energia de Fermi, medida relativamente ao fundo da banda e
n é a densidade electréonica. De (7B.6) vé-se que a energia ganha pelos electroes é
proporcional a —Aln A, sempre maior do que a perda em energia elastica que é apenas
proporcional a |A|?, concluindo-se assim que nesta aproximagao (do campo médio) o
sistema € instavel relativamente a uma modulagdo da rede para qualquer acoplamento
arbitrariamente pequeno (Fig. 7B.3). Para obter o valor do hiato minimiza-se a energia
e obtém-se
Al=2Bpe A, A= 29

= F€ s = (7B.7)

TUR UJQkF

Elk) E(K)

~

.EF = }\zlAl K ZIAl

'
=

o e
==

T ki

Figura 7B.3: Dispersao electrénica do sistema unidimensional electrao-fonao nao
distorcida (a esquerda) e da modulagdo de Peierls (a direita). Os estados com
|k| < kp ganham energia com a distor¢ao.

Note-se que o termo logaritmico em (7B.6) s6 aparece se o hiato abre exactamente a +kp,
i.e., o comprimento de onda da modulagao da rede é determinado pelo preenchimento da
banda electrénica e é igual a 7/kp. A modulagao é

=4/ 2\ Al cos x
(u(z)) = <w2kF) J (2kpx + &) (7B.8)

em que (...) designa o valor expectével do estado fundamental e ¢ a fase de A (i.e.,
|Alei®). Em consequéncia da modulacio da rede ha uma modulagio da densidade elec-
tronica, usualmente denominada onda de densidade de carga, (CDW).

Os estados excitados dependem apenas da amplitude de A e nao da fase. A simetria
translacional tem interessante consequéncia de que o sistema acoplado modula¢cdao da rede-
CDW pode mover-se ao longo do cristal transportando uma corrente d.c., que idealmente
seria infinita. Sabe-se, no entanto, que a possibilidade de mover a CDW é suprimida em
cristais reais por varios mecanismos, como impurezas, fixagao (locking) a rede, etc.

A descrigao do estado ordenado de Peierls para T = 0 é valida qualitativamente para
temperaturas proximas de zero, enquanto a ordem a longo alcance nao é destruida.
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wliq)

0 ke 2k q

Figura 7B.4: Espectro de fondes do sistema de Peierls modulado no esquema de
zona estendida (linha a cheio). A linha a tracejado indica a dispersao de fondes
do sistema sem interac¢ao. kp é o limite de zona para o estado modulado

Contudo, para temperaturas suficientemente elevadas é esperada a destruicao completa
da ordem: os electroes excitados termicamente acima do hiato tém energia = |A|, e
ganharao energia se o hiato diminuir. Uma diminuigao de |A| facilita a excitagao adicional
através do hiato, e o mecanismo prevé que o hiato e a ordem a longo alcance desaparecam
completamente acima de uma dada temperatura.

Em sistemas unidimensionais é particularmente notavel uma depressao profunda no es-
pectro de fondes na vizinhanca do vector de onda ¢ = 2kp, (Fig.7B.5), conhecida por
anomalia de Kohn, devida a possibilidade de excitar todos os electroes de um lado da
distribuicao de Fermi para o outro lado com um tinico vector de onda e muito pouca ener-
gia. Note-se que os fonoes com vector de onda na vizinhanga de 2kp nao s6, envolvem
deslocamentos da rede mas sao também oscilagoes colectivas fortemente acopladas tanto
a rede como & desnidade de carga. E este acoplamento que é responsavel pela depressao
no espectro de fondes. A medida que a temperatura desce a depressio aumenta, e a
temperatura critica TCO tem-se finalmente way, = 0, indicando a instabilidade do sistema
relativamente a uma modulagdo com vector de onda 2k (amolecimento completo da
rede).

A descrigao da transicao de Peierls tem muitas semelhancas com a teoria de BCS da
supercondutividade, nomeadamente:
— Em ambos os casos, o hiato abre em toda a superficie de Fermi, induzindo um abai-

xamento rapido da energia dos electroes.

— Em ambos os casos, a instabilidade é assinalada por uma funcao de correlagao que
diverge logaritmicamente.
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Wy
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T2
\
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0 2K q

Figura 7B.5: Evolug¢do da anomalia de Kohn com a temperatura (I3 > To >
T > Tg)

— A temperatura de transi¢do e o valor do hiato a T' = 0 s6 diferem de um factor
de proporcionalidade (originado na frequéncia de corte de Debye na teoria de BCS).
Ambos dao 2A(T = 0)/T. = 3.5.

— O efeito de dispersao por impurezas na transicao de Peierls é analogo ao efeito de
impurezas magnéticas num supercondutor.

7B.3 COMPETICAO ENTRE VARIAS INSTABILIDADES NUM GAS DE ELECTROES A
UMA DIMENSAO

A interaccao electrao-electrao na vizinhanga do nivel de Fermi pode ser parametrizada
por quatro constantes de acoplamento g1, g2, g3 € g4 os valores das quais determinam as
fases mais estaveis.

Para ter uma nogao qualitativa do problema podemos, no &mbito da aproximagao do
campo médio, procurar a possibilidade da abertura de um hiato no nivel de Fermi, ava-
liando os valores expectéaveis de alguns operadores que déem origem a estados ordenados
estéaveis. Consideremos entao os operadores

OCDW (Q) - Z bthJrk:fq,S a’kp+k7s (7B9)
ks

OSDWQ (q) = Z btkp—',—k—q,s O-ZS/ Akp+k,s' (CY =T,Y, Z) (7B10)
kss’

OSS(q) = thkp—k,—s Akp+k+q,s (7B11)
ks

Orsa(@) =D 050 4y 0 Ghpgirge (@ =1,y,2) (7B.12)
kss’
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em que a and b sao operadores que descrevem electroes que se movem para a direita e
para a esquerda, respectivamente, e agfl sao elementos das matrizes de spin de Pauli.
Os operadores Ocpw (q) e Ospw, (¢) sdo as compoenentes de Fourier das densidades
de carga e de spin, de vector de onda (2kr + ¢) respectivamente. Os Ogs(g) e os trés
possiveis Org_ (q) sao os operadores singuleto e tripleto dos pares de Cooper do estado
supercondutor.

Para procurar estados ordenados teriamos de calcular valores expectéveis destes opera-
dores.

Se considerarmos, por exemplo, o estado supercondutor o hamiltoniano conduz a uma
situac@o semelhante & da transi¢do de Peierls com um hiato |Ag| na superficie de Fermi
que abre a ¢ =0

|Ass| =2Bpe %5

gt (7B.13)
T 2mup

Ass
para g1 + g2 < 0. Para g; + g2 > 0 néo existe solu¢do autoconsistente com |A| finito.

A temperatura de transicao é

2 1
7= 2 et (7B.14)
Y

O mesmo argumento pode ser aplicado as outras transigoes de fase, substituindo Agg por

2 —
Aspwa = 3 ngF (7B.16)
g1 — g2
Mg = — 2= 7B.17
rs0 =~ (TB.17)

A fase mais estavel é a que tiver temperatura de transigao mais elevada. Além da CDW
do tipo Peierls todas as outras fases sao possiveis consoante os valores das constantes de
acoplamento g1, g2, g3, ga. As fases singuleto (S5, CDW) e tripleto (T'S, SDW') ocorrem
para g1 < 0 e g1 > 0 respectivamente. As fases de ondas de densidade e supercondutora
sao separadas pela linha g; = 2g5 (Fig.7B.6).

7B.4 ESTRUTURAS, PROPRIEDADES ELECTRONICAS E EFEITOS PRECURSORES

A titulo de ilustracao da teoria apresentada acima, dao-se alguns exemplos tipicos quer
das estruturas cristalinas, quer das propriedades electronicas e de efeitos precursores.
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9y
TS SDW
(SS) (CDW)
. 9,
SS / CDW

Figura 7B.6: Diagrama no plano g; — gs representativo dos dominios em que os
varios operadores dao fases estaveis.

As estruturas cristalinas dos condutores e supercondutores orgénicos sao tipicamente
constituidas por colunas de moléculas empilhadas em que as interacgdes m — 7 entre molé-
culas sao responsaveis pelas propriedades electronicas. O caracter quase-unidimensional
das interac¢bes m — 7 implica as instabilidades descritas acima. A titulo de exemplo,
representa-se na figura 7B.7 a estrutura molecular e a estrutura cristalina de um dos
mais notéaveis condutores orgénicos.

Na figura 7B.8 representa-se a dependéncia da resistividade com a temperatura de alguns
condutores organicos mais representativos.

As ondas de densidade de carga sao processos colectivos e podem dar origem a conduti-
vidades levadas memso na presenga de um hiato. Acima da transicdo de fase, quando o
comprimento de coeréncia transversal (entre cadeias) se torna menor do que a distancia
intercadeias, podem existir flutuagdes nas ondas de densidade de carga que se manifestam
como efeitos precursores e podem ser observados por difusdo de raios-X (Fig.7B.9).
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(TMTSF),X, X = PF5, CIOj...

IO
|
Hac Se S G—Ia

TMTSF = tetramethyltetraselenafulvalene

Figura 7B.7: Estruturas cristalinas dos sais de Bechgaard (TMTSF>)X.
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1072
T TTF_TCNG
3' (TMTSFIy X
107L TSF_TCNO
- HMTSE.TCNG
1O_L—X= PF6
- \ On(TCNO),
-5 A
107 Riyg
Lot ) a l 1
1 10 102 103

Temperature (K )

Figura 7B.8: Dependéncia da resistividade com a temperatura de alguns condu-
tores organicos mais representativos. A transicao de Peierls é observada a 53,
29 e 24 K para o TTF — TCNQ, TSF —TCNQ, e HMTSF — TCNQ res-
pectivamente. A transi¢ao condutor-semicondutor a 12 K no (TMTSF)PFg é
devida a formagao de uma onda de densidade de spin (SDW). A resistividade
do sal Qn(TCNQ)2 nao exibe nenhuma transicao ao arrefecer.

Figura 7B.9: Padrao de difracgao de raios-X do HMTSF — TCNQ a tempera-
tura ambiente, mostrando linhas difusas a vector de onda 2kp (setas a branco)
correspondendo a flutuagoes estruturais unidimensionais. (de Pouget, J. P. (re-
sultados nao publicados).
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SEMICONDUTORES

8.1 INTRODUCAO

Vimos em capitulos anteriores grande parte dos aspectos gerais da fisica do estado soélido,
que sao aplicaveis a solidos cristalinos, nomeadamente as nogoes decorrentes dos modelos
de Drude e de Fermi, as estruturas cristalinas e a teoria de bandas, bem como excitagoes
elementares e excitoes.

Justifica-se agora discutir os semicondutores, em particular, pela sua importancia tecno-
logica. Comecaremos pelos aspectos especificos da teoria de bandas caracteristicos dos
semicondutores.

8.2 ESTRUTURAS DE BANDAS TIPICAS DE SEMICONDUTORES

Em geral, como o nome indica, podemos dizer que semicondutores sao simultaneamente
maus isoladores, e maus metais. A estrutura de bandas dum semicondutor é caracterizada
por um hiato pequeno (< 3 eV), de modo que é possivel obter um ntmero significativo
de portadores a temperatura ambiente. Esta densidade de portadores é uma funcao
rapida da temperatura, e, consequentemente, a condutividade eléctrica varia muito com
a temperatura.

Existem semicondutores de hiato directo (fig. 8.1a) (por exemplo, GaAs) para os quais o
topo da banda de valéncia e o fundo da banda de conducéo ocorrem para o mesmo valor
de k (em geral (sempre!) para k = 0). Como consequéncia, fortes transigdoes Gpticas
(dipolo permitidas, i.e., verticais (Kfotao = 0)) sdo observadas. A taxa de transigoes
directas pode ser calculada utilizando a regra de ouro de Fermi (em que w ¢é a frequéncia
da radiacao incidente e f e i referem-se aos estados finais e iniciais, respectivamente):

2
taxa de transicio ~ %|< FlHaiporo|i) |2 6(Ey — Ei + hw) (8.1)

Para semicondutores de hiato indirecto (fig. 8.1b) (por exemplo, Si e Ge) a transigao
¢ dipolo proibida até hw > E,(directo). E possivel observar absorcao optica através da
assisténcia de fonoes. Quantitativamente, é necessario invocar a teoria das perturbacgoes
de segunda ordem para descrever este processo.

f|Hfonéo|B><B|Hfotéo|i>
E; — Es — hw

2
1 1
0(Ef — E; — hw £ Twy) (nq+:|:>+

27 (
t de t icao ~ —
axa de transigio ~ — zﬂ:‘ 5% 5

21 Z ‘ <f|Hfotéo|B><B|Hfonéo‘i>

2
11
B By s 6(Ei—Ef—77w:thwq)<nq+i)

2 2
(8.2)
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a) b) A
E E
banda de conducio
banda de conducdo
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Eg (directo) Eg(dlrecto) E g(indirecto)
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buracos pesados
g banda dos banda dos
buracos leves /— \ buracos leves
‘< banda de split-off banda de split-off
spin orbital spin orbital
> »
k k

Figura 8.1: Estruturas de bandas tipicas. a) Para semicondutores de hiato di-
recto; b) para semicondutores de hiato indirecto.

Duas imagens séo frequentemente utilizadas para visualizar este processo (fig. 8.2) que
envolve transferéncia entre estados electréonicos com participagao simultanea de um fotao
e um fondo. A figura 8.2a) mostra correctamente quais os estados que participam na
absorcao (estados na banda de valéncia e na banda de condugao do semicondutor) mas
as energias em jogo estdo erradas (a energia do fotdo aparece > hw, enqunato o fondo
aparece com energias da ordem de eV, em vez de meV como devia ser). Por outro lado,
a figura 8.2b) e c¢) indica correctamente a conservagao de energia durante a absorgao,
mas utiliza estados no meio do hiato que néo existem (estados virtuais). E possivel ter,
quer absorgao de fonao (fig. 8.2b), quer emissao de fonao (fig. 8.2¢), durante a transicgao.
Para os processos envolvendo absorcao de fonoes, a absorcao é proporcional ao niimero
de fondes ng (com a absorgdo a comecar para fw = E4 — hw,), enquanto que para os
processos envolvendo emissdo de fondes, a absor¢do é proporcional a (ng, + 1) (com a
absorgao a comecar para hw = Eg + hw,). Uma vez que, para os processos de absor¢ao
indirecta, ¢, o vector de onda do fonao envolvido é da ordem de G, hw, é elevado (20-50
meV) e portanto os fenémenos envolvendo absorcao de fondes tendem para zero a medida
que T é reduzida.

O processo de absorcao 6ptica em semicondutores de hiato indirecto ilustra bem como
os fonoes sdo adequados para participar em fendémenos que envolvam grandes alteragoes
de k. De facto, sabemos ja que a zona de Brillouin para os fondes e electroes é a mesma,
de modo que qualquer k é acessivel a um fonao. Por outro lado, a contribuicao do fonao
para a conservagao de energia do processo é, em geral, da ordem dos meV.
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a) \/ b) )
\/ banda de condugio \Aanda de condugio \\_//banda de condugdo
p = estado fondo estado .
virtual = 7 virtual
a fotdo fo
m banda de banda de

banda de
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Figura 8.2: Estados que participam na absor¢ao (estados na banda de valéncia e
na banda de condugao do semicondutor) Em a) as energias em jogo estao erradas
(a energia do fotao aparece > hw, enqunato que o fondo aparece com energias
da ordem de eV, em vez de meV como devia ser). b) e c¢) indicam correctamente
a conservacao de energia durante a absorc¢ao, mas utilizam estados no meio do
hiato que nao existem (estados virtuais). E possivel ter, quer absor¢ao de fonao,
b); quer emissao de fonao, c).

8.2.1 MASSAS EFECTIVAS

Frequentemente, semicondutores de hiato directo tém bandas esféricas. Neste caso, te-

1 O*E(k
(m*)ij x akl;k; mr, =miyy =m*zz =m" (8.3)

1mos:

Semicondutores de hiato indirecto frequentemente tém bandas de condugao elipsoidais
(fig. 8.3). O silicio (fig. 8.3a), tendo o minimo da banda de condugao junto do ponto X
(a cerca de 75% da distancia I'X), apresenta 6 vales ao longo das direcgoes equivalentes
[100], enquanto o germéanio (fig.8.3b), tendo o minimo da banda de condugéo no ponto L,
apresenta 8 meios elipsoides ao longo da familia de direcgoes equivalentes [111] (ou seja, 4
elipsoides depois de translagoes através do vector da rede reciproca, G, adequado). Estes
vales adicionais implicam uma densidade de estados adicional que deve ser tomada em
conta. Veremos mais adiante que a massa efectiva relevante para o calculo da densidade
de estados é diferente da massa efectiva relevante para calculos de transporte.

Quando os campos sao elevados, os portadores que se movem num vale de massa mais
leve podem ganhar energia suficiente para saltarem, através da interacgao com fonoes,
para vales com massa mais elevada ( dispersdo, ou "scattering"inter-vales). Neste ca-
pitulo, vamos assumir sempre que os campos sao suficientemente pequenos para que a
redistribuigdo entre vales ndo ocorra (ou seja, é possivel fazer a média sobre todos os
vales e obter uma massa efectiva isotropica).
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< >
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L r X K r
b) Caso do germanio Estrutura de bandas de um semicondutor a) Caso do silicio

Figura 8.3: Detalhes da estrutura de bandas de semicondutores.

8.2.2 DENSIDADE DE PORTADORES DE CARGA (ELECTROES E BURACOS)

No caso de semicondutores intrinsecos puros, a condutividade seria nula para T’ = 0, uma
vez que, nesse caso, a banda de valéncia estaria totalmente preenchida enquanto que a
banda de conducio estaria completamente vazia. A medida que a temperatura aumenta,
alguns electroes vao passar da banda de valéncia para a banda de conducao, deixando
"buracos" na banda de valéncia. A uma dada temperatura, a condutividade sera a soma
das condutividades dos electroes e dos "buracos". Dado que o preenchimento das bandas
(de electroes e de "buracos" é fun¢ao da temperatura, temos, em primeiro lugar que
calcular essa dependéncia, i.e., temos que calcular a densidade electronica, n.(T), na
banda de condugao e a densidade de "buracos", p,(T'), na banda de valéncia.

E.,topo 1
ne(T) = / 4B DB) oo
E, )
pv(T) N /E,u fundo e DU(E) <1 B e(E*EF/kBT) + 1> = (84)
B, ,
N ~/Ev fundo E Dv(E) e(Er—E/kpT) 4 ]

Para semicondutores nao degenerados, temos, por defini¢ao
E.— FEr>kgT FEr—FE,>kgT (85)

e, por consequéncia, na banda de conducgao, temos

) 1 o —(E—Er)/kpT
E>FE.: (F—Fr/kT) 4 1 ~ e ( r)/ks (8.6)

enquanto que na banda de valéncia temos

1
. . —(Ep—E)/kpT
E<Ey,: e(Br—B/kpT) 11 ¢ ) ’ (8.7)
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Esta substituicao da distribuicao de Fermi-Dirac pela distribuicao de Boltzmann é essen-
cialmente valida desde que o nivel de Fermi esteja a uma distancia do inicio das bandas
superior a 3kgT. Os integrais das equagoes (8.4) podem entdo ser reescritos como:

E.,topo
ne(T) :/ dE D.(E)e~(F=Er)/ksT
EC

E,
po(T) =/ dE Dy (E)e~(Br—F)/ksT
E,,fundo

(8.8)

O factor e~ #/#8T decresce muito rapidamente acima de F, (e, correspondentemente, o
factor e®/¥8T decresce muito rapidamente abaixo de E,) de modo que podemos substituir
os limites de integracao "topo da banda de conducao" e "fundo da banda de valéncia" por
infinito. E usual utlizar as expressoes do modelo do gas de Fermi, com a massa efectiva
m* em vez de m para D(F). Note-se que nas expressoes das densidades de estados nas
bandas de condugdo, D.(E), e de valéncia, D,(E), se deve substituir respectivamente
m* por m; e por m, e em geral m; # my. Vem entao, para a densidade de estados,

1 2m} 3/2
DuE) = o (BE) (BB

1 2mx\ 32
D'U(E):ﬁ < h2p> (EU*E)l/z

(8.9)

Nas expressoes acima utilizamos a forma da densidade de estados da particula livre
com a massa efectiva em substituicao da massa do electrao. m* nao é independente de
E, mas os factores exponenciais vao cortar os integrais antes desta dependéncia causar
problemas, isto é, longe do fundo das bandas. Complicagoes adicionais podem surgir
agora se tivermos varios vales elipsoidais na banda de condugao. Neste caso, teremos,

3/2
m3/2 = [#vales] [(m; e mg)l/ﬂ (8.10)
a qual resulta, para o silicio, em
me32(Si) = 6 (mf my?) ' (8.11)
e, para o germénio, em
m?32(Ge) = 4 (m} m32)""* (8.12)

Se tivermos uma banda de valéncia degenerada (isto &, as bandas dos buracos pesados e
leves tém a mesma energia quando k = 0) vem, para a massa efectiva da densidade de
estados,

my3/2 = i3 4 3/ (3.13)
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em que m;j;, e mj, sao, respectivamente, as massas efectivas para os buracos leves e
buracos pesados.

Integrando as equagoes (8.8), obtemos, finalmente,

ne(T) = N,(T)e —(E.—EFr)/ksT
1 (2miksT k: \%?
4

(8.14)
po(T) = Ny(T)eFr=Bul/knt

1 /2m:kpT\>/?
NC(T)4<77712>

em que N.(T) e N,(T) s@o, respectivamente, as densidades de estados efectivas da banda
de condugao e da banda de valéncia (correspondendo, respectivamente, ao namero total
de estados num intervalo kg7 da banda de conducéo e da banda de valéncia). A figura
8.4 ilustra as contribui¢oes da densidade de estados e da funcao de Fermi para o célculo
da densidade de electroes e buracos num semicondutor intrinseco.

A A A
E E E

.
7PV

L >
D(E) 0 L fE) n(E)

Figura 8.4: Ilustracao das contribui¢oes da densidade de estados e da fungao
de Fermi para o célculo da densidade de electroes e buracos num semicondutor
intrinseco.

8.2.3 LEI DA ACCAO DE MASSA

E por vezes 1til considerar o produto n.p

kpT\* v %\3/2 _ (E.—
”‘p:4(w> (mz m)¥? e~ BalksT — N(T) N, (T) e~ (Be=B)/ksT  (8.15)
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Este produto é constante para cada temperatura e é independente da posicao do nivel
de Fermi, desde que o semicondutor nao seja degenerado. Por exemplo, no germéanio a
T =300 K, n.p = 5.7 x 1033 m~6 e no silicio a T = 300 K, n.p = 2.2 x 1032 m~6.

Conhecidas as densidades de transportadores de carga, podemos calcular as condutivi-
ETP
my

dades, se conhecermos as mobilidades, definidas como p. = <& e p, =

*
mc

Para calcular a condutividade temos que somar as contribuicoes dos electroes e dos
"buracos"
o=mnep.+pefl (8.16)

A condutividade sera portanto proporcional a e~ Fs/2B7 Uma vez que a mobilidade é,
em geral, uma funcao da temperatura da forma p oc T%, o factor exponencial é dominante,
pelo que podemos em geral escrever:

]a = gge Fa/2kBT (8.17)

Isto é, contrariamente ao que se passa nos metais, a condutividade dos semicondutores
intrinsecos diminui quando se baixa a temperatura. Fazendo um grafico do logaritmo da
condutividade em funcao de 1/T, podemos obter os valores de ?? e do hiato. No final
deste capitulo, introduziremos a dependéncia de m com a temperatura de modo mais
quantitativo.

Para semicondutores intrinsecos (isto é, sem impurezas electricamente activas)
n=p=n; (8.18)
em que n; é a concentracao dos portadores intrinsecos,
n; = \/No(T) N,(T) e~ Fa/2knT (8.19)

O nivel de Fermi para um semicondutor intrinseco pode também ser facilmente calculado:

N,

1 1
EF:EU—F* q+§kBTh'l Nc

5 (8.20)

8.3 SEMICONDUTORES DOPADOS

O grande interesse tecnolégico dos semicondutores resulta do facto de que as suas proprie-
dades eléctricas podem ser modificadas com precisao, mediante a introdugao controlada
de atomos estranhos na sua rede cristalina e as propriedades das jungoes (contactos entre
dois semicondutores). A introducao de atomos estranhos na rede cristalina dos semicon-
dutores tem o nome de dopagem. Vamos considerar dopantes pouco profundos, isto é, que
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tém um electrao ou buraco que é facilmente removido. Consideremos o silicio cuja estru-
tura electrénica é Si:[...3523p?]. Se substituirmos um 4tomo de Si por um dtomo de P (ou
As, Sb ou Bi) que tem mais um electrao de valéncia, os atomos substitucionais formam
4 ligagOes covalentes com o silicio, e o quinto electrao fica fracamente ligado ao fosforo
(que tem mais um protao que os atomos de silicio da rede), sendo facilmente excitavel
para a banda de conducao do silicio. Os niveis de energia deste electrao deverao portanto
estar localizados muito proximo de F. (Fig.8.5). Estes dopantes pouco profundas tém
energias de ionizag¢do, Er, da ordem dos 50-60 meV. Os atomos dadores [...np3| geram,

A
E
N/ N v Electrdo livre Banda de condugio
si Si o4~ Be g ¥e
D——————— niveis dadores 1
7\ P+/ N\ Ep | Yo
N /7 N/
Si Si Ev
/ \ / N\ Banda de valéncia

Figura 8.5: Efeito da adi¢ao de um dopante do tipo n. Neste caso, o fésforo. O
atomo de fésforo ioniza-se, criando um electrao na banda de condugao, o qual
pode transportar corrente.

no semicondutor, excesso de transportadores negativos, deslocando o nivel de Fermi para
junto da banda de condugao. Os semicondutores assim dopados chamam-se do tipo n.

Do mesmo modo, poderiamos dopar o silicio com elementos aceitadores [...ns*np!], como
o boro (B), que dariam origem a semicondutores do tipo p. Dopantes geralmente utili-
zados incluem também o Ga e o Al. Como cada um destes dtomos tem 3 electroes de
valéncia, pode formar trés ligagoes covalentes, e a quarta e ultima ligagao pode facilmente
roubar um electrao a uma ligagao de silicio proxima (ou equivalentemente, corresponde a
um buraco fracamente ligado). Este buraco fica fracamente ligado ao atomo de boro, que
tem uma carga negativa quando comparado com os atomos de silicio da rede (Fig.8.6).
Os dadores acima referidos tém 2 estados de carga possiveis. Um nivel aceitador é neu-
tro quando ocupado por um buraco e negativo quando ocupado por um electrao. Um
nivel dador é neutro quando ocupado por um electrao e positivo quando vazio. Podemos
também considerar dadores anfotéricos, em que o dopante pode actuar quer como dador,
quer como aceitador. Por exemplo, se introduzirmos Si em GaAs, se o silicio substituir
um atomo de Ga, actua como dador (4 electroes de valéncia substituem 3), se substituir
um atomo de As, actua como aceitador (4 electrées de valéncia substituem 5). Dopantes
anfotéricos tém 3 estados de carga possiveis (correspondendo & ocupagao por 0, 1 ou 2
electroes) e ddo origem a dois estados no hiato do semicondutor.
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Figura 8.6: Efeito da adigao de um dopante do tipo p. Neste caso, o boro. O
atomo de boro capta um electrao criando um "buraco'"na banda de valéncia, o
qual pode transportar corrente.

8.3.1 ESTADOS DOS DOPANTES NO AMBITO DA TEORIA DE BANDAS

A presenca de dopantes num cristal pode ser interpretada como uma perturbagao na rede
cristalina, e consequentemente na estrutura de bandas.

Nesse contexto, podemos, na equagdo de Schrodinger para o cristal, adicionar um termo
de energia potencial devido & presenca do dopante. Consideremos entao o hamiltoniano
h

2W+V®+U®qmmﬂ:E%&ﬂ

— (8.21)

em que V(r) é o potencial do cristal e U(r) é o potencial perturbador (devido ao dopante)
e que pode ser positivo ou negativo. Podemos escrever a solu¢ao desta equagao em termos
das solugdes para o cristal nao perturbado (basicamente, formando um pacote de ondas),
usando, para estes dopantes, um potencial U(r) da forma

e2

U(r) (8.22)

drer

no cristal com permitividade! ¢ e para o caso de um dador. Para um aceitador, basta
trocar o sinal.

Se U(r) nao variar muito rapidamente, ndo necessitamos de misturar muitos estados, isto

é, muitos k. Neste caso, podemos ainda escrever E(k) = h2k?/2m*. Se a perturbacao for

suficientemente fraca para s6 misturar estados de uma s6 banda, obtemos uma equacgao

para a fungdo envelope, F'(r).

h2

_ \v&i
2m*

62

F(r) = (B, - Eo) F(x) (8.23)

drer

15/50 = k €& a constante dieléctrica
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Nesta equagao, Fy ¢ a energia do minimo (dadores) ou maximo (aceitadores) da banda
cujos estados contribuem para os estados do dopante pouco profundo, respectivamente,
da banda de conducao (E.) e da banda de valéncia (F,). Note-se que esta equagio
tem a forma da equagao de Schrédinger para o d&tomo de hidrogénio, em que a massa do
electrao livre foi substituida pela massa efectiva, m*, e temos um fundo dieléctrico, carac-
terizado pela permitividade, €, que inclui os efeitos da blindagem pelos outros portadores
presentes. F'(r) deve estender-se espacialmente sobre muitos pontos da rede para esta
aproximagao ser valida, de modo que F'(r) seja razoavelmente localizado. Vem entao para
a extensao da funcao de onda envelope, af;, € para a energia de ionizacao, Er = E,, — Ey

ag = —€ap
. et 1 a3 (8.24)
=—— n= ..
L™ 32722252 2 T
Atendendo a que 32’7’:;% = 13.6 eV, podemos escrever, para o estado fundamental
0
m* 1
Er=—— x13.6eV (8.25)
m K

A funcgao de onda envelope para o estado fundamental, n = 1, sera
1

/ *3
T aO
dmegh?®
m

F(r) = e~/ % (8.26)

Nestas equagoes, ag = é o raio de Bohr e m a massa do electrao livre. Para o
silicio, com constante dieléctrica x ~ 10 e m* ~ 0.1, vem que aj ~ 50 A, e E; ~ 25 méV.
A figura 8.7 ilustra os niveis hidrogenodides para um dador, cujos estados sdo largamente
feitos de funcoes de onda da banda de conducgado. A teoria da massa efectiva exige um
potencial de longo alcance para o dopante. Se o potencial for de muito curto alcance, é
necessario misturar k’s de toda a zona de Brillouin, e de varias bandas, se for um nivel
profundo. Note-se que um procediemnto semelhante foi utilizado no capitulo 5, para os

excitoes de Wannier.

8.3.2 ESTATISTICA DOS PORTADORES PARA DOPANTES

Para o céalculo da namero médio de electroes, (n), que ocupam um dado nivel dador
em fungao da posi¢ao do nivel de Fermi, p, vamos usar a "grande fungao de partigao"
indicada a seguir (equivalentemente, para o calculo do ntimero médio de buracos que
ocupam um dado nivel aceitador, (p)):

Zj N; e~ (Ej—uN;)/kpT

(n) S, e iV fksT

(8.27)
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Figura 8.7: Ilustragao dos niveis hidrogenéides para um dador

em que /V; é o nimero de estados disponiveis com energia F; e it é o potencial quimico
(nivel de Fermi). Vamos assumir que os estados E; sao degenerados com g = 2 (spin).
Consideremos primeiro o caso dos dadores. Como a figura 8.8 indica, temos quatro
possibilidades de ocupacao destes estados. Vamos assumir que o estado duplamente

¢ D" D’ D .
| A ¢
A | vVl
E®» T p=Ep
E,

Figura 8.8: As quatro possibilidades de ocupagao de estados dadores.

ocupado tem energia infinita (devido & repuls@o coulombiana), de modo que apenas
necessitamos de calcular o somatoério sobre os trés estados restantes. Por convencao, o
dador ionizado tem energia zero, e, quando coloco um electrao, este tem energia Ep.

Vem entao
92— (Ep—p)/kpT 1

<n> - 1+2e (Ep—p)/ksT = % —(Ep—m)/kpT 41

obtemos, finalmente, para a densidade de electroes np devidos ao numero de dadores

(8.28)

por uniadde de volume (densidade de dadores), Np

ND _ ND
%e*(ED*M)/kBT +1 ée*(ED*M)/kBT +1

(np) = (8.29)

Num semicondutor de hiato indirecto, deveria ter tido em conta que os electroes poderiam

ocupar qualquer dos vales, e g = 2 x #vales. No entanto, a degenerescéncia é levantada
pelo campo cristalino e a féormula acima pode ser utilizada com g = 2.
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No caso de termos um aceitador, obtemos, correspondentemente, para a probabilidade
de ocupacao do dopante por um buraco,

1
ée—(u—EA)/kBT +1

(n) = (8.30)

se assumirmos que a energia de dois buracos ocupando simultaneamente o mesmo dopante
é infinita (em geral, devido & degenerescéncia das bandas de valéncia dos buracos pesados
e leves para k = 0, g = 4, no caso dos buracos). Um modo alternativo de calcular esta
probabilidade, se quisermos pensar apenas em termos de electroes, é considerar que um
buraco num dopante corresponde a um electrao que falta numa ligacdo (lembremo-nos
que o electrao de facto esté deslocalizado ao longo de af). Estamos portanto na situagao
da figura 8.9.

Ec
E(A
1€ i """""""" H=Ep
______ A ! | A E,
} A° A R

Figura 8.9: As quatro possibilidades de ocupacgao de estados aceitadores.

Se tomarmos AT como tendo energia infinita e E(A%) = 0, obtemos, para os estados

aceitadores,
2 et/kBT | 9 o= (Ea—2p)/kpT

Qeu/kBT + e—(EA—Qu)/kBT
1
T G=Ea)/kaT {1

(8.31)
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8.3.3 DENSIDADES EXTRINSECAS DE PORTADORES

Consideremos a densidade de estados dum semicondutor extrinseco (em que foram in-
troduzidas densidades Np e N4 de dadores e aceitadores, respectivamente) indicada na
figura 8.10. O calculo da densidade de electroes e buracos pode ser feito resolvendo o
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integral do produto da densidade de estados pela probabilidade desses estados estarem
ocupados (ou vazios) para calcular primeiro a posi¢do do nivel de Fermi, Er, e sabendo
esta, as densidades de portadores. Estas equagOes sdo, no entanto, em geral dificeis
de resolver. E mais facil considerar individualmente varias gamas de temperatura em
que é possivel identificar uma contribuicao dominante para a densidade de portadores.
Para temperaturas muito elevadas (ou baixa densidades de dopantes) o semicondutor

A
D | bandade Ny Np  bandade
®) | valencia conducio
8
>
4 AN E
EV \ T EC
Ej\ E

e

E; (A) E; (D)

Figura 8.10: Densidades extrinsecas de dadores e de aceitadores.

comporta-se como intrinseco. Uma vez que, neste caso, n; > N4 ou Np, o semicondutor
ignora a presenga de dopantes. Neste caso, n =~ p ~ n; e Er encontra-se no meio do
hiato. Podemos escrever entao:

NC(T)ef(ErEF)/kBT _ NU(T)ef(EFfEU)/kBT

E.+ E,

1 (8.32)
EF(intrnseco) =FEp; = D) + §kBT In

Ny

Ne

Vamos agora considerar temperaturas moderadas e um s6 dopante (por exemplo, dado-
res). Neste caso, em geral, n; < np. Temos, neste caso

N7g ~ D(E)(banda de condugao) Q*EI/’CBT ~ NC(T) e*EI/k?BT
Ng D(E)(dador) Np

(8.33)

em que Ng, N% e Np sao, respectivamente, as densidades de dadores ionizados, neutros
e total. Embora EskpT, uma vez que N¢(T) > Np, temos um largo intervalo de
temperaturas no qual todos os dopantes estao ionizados. Vem, entao,

n = ND
n? (8.34)
= N
P Np < Np
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Os electroes, neste caso, sao apelidados portadores maioritarios, enquanto que os buracos
sao os portadores minoritarios. Er pode ser obtido através da condicao:
n= Np = N.T) e~ (Be=Er)/kpT

J]VVD> (8.35)

Ep =FE,— kTl (

A baixas temperaturas, a equacao acima mostra que, quando kg7 tende para zero, Ep
aproxima-se de F¢o. Se Er ~ Ep nao podemos assumir que todos os dopantes estao
ionizados. E entdo necesséario olhar para a estatistica de ocupacao dos dopantes para ver
como é que o n depende de T'. Podemos escrever a condi¢ao de neutralidade da carga,

Ne —Pv = Np —ng— (Na — pa) (8.36)

em que n. e p, sao as densidades dos electroes e buracos livres, respectivamente, Ny
e N, sao as densidades totais de dadores e aceitadores, respectivamente, e ng e p, sao
as densidades de electroes e buracos nos estados dadores e aceitadores, respectivamente.
Para um material tipo n, p, e p, podem ser desprezados na equacao acima, e obtemos

ne = Np —ng— Na
Np (8.37)
%e(ED—,u)/k‘BT _|_ 1

ne = Npe Eem/keT o Npy - Ny —
Para temperaturas moderadamente baixas, obtém-se

wgwr%w%ﬂ (8:38)

Ne =

A equagao acima resulta da condicao de n = Ng. Neste caso, a maior parte dos dopantes
estd neutra e Er > Ep. A 0 K, na auséncia de aceitadores, o nivel de Fermi deveria
situar-se a meio caminho entre Fp e Ec. Na préatica, isto nunca acontece, uma vez
que existem sempre pequenas concentragoes (dopantes) de caracter aceitador, nas quais
electroes dos dadores podem cair. Neste caso, o nivel de Fermi converge para Ep. Para
temperaturas muito baixas (e na presenca de alguns aceitadores), obtém-se, utilizando a
condigio Nj) ~ Ny:

Ne(Np = Na) —(5.~Ep)/ksT

2N 4

A figura 8.11 mostra a dependéncia da densidade de electroes e a variagdo da posi¢ao do
nivel de Fermi com a temperatura de acordo com a discussao anterior.

Ne =

(8.39)

8.3.4 SEMICONDUTORES COMPENSADOS

Pode ocorrer (e é, de facto, muito frequente) que um semicondutor ndo seja dopado
com um s6 tipo de dopante, mas com dois, e opostos. No caso, por exemplo com boro e
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a
) n A -E /KT b)
V' ERA
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ND < yd /_\
< (E¢-Ep)2kT Ep
intrinseco extrinseco -(E -Ep)/kT
freeze-out
Ei
D N
1/T 1/T -

Figura 8.11: Dependéncia da densidade de electroes e a variacao da posicao do
nivel de Fermi com a temperatura.

fosforo. O resultado sera que a densidade de portadores finais ir4 depender da diferenca de
dopagem, prevalecendo a maior. Em geral, podemos escrever a condigao de neutralidade
de carga como

ne+ Ny =p, + N, (8.40)
em que N, e Ng sao, respectivamente, as densidades de dadores e aceitadores ionizados.
Se assumirmos que a condigao de ionizagdo completa é verificada, entdo podemos escrever:

N; =N, Nf=Np

1
Ne = §(ND — Na+ \/(ND — Na)?2+4n?) (material tipo-n) (8.41)
Pv =

Ne

Se assumirmos que um dopante domina, isto é, se
(Np — N4) >n; (material tipo-n) : ne ~ (Np — Njy)

8.42
(Ns— Np) > n; (material tipo-p) : Py = (Ng — Np) (8.42)

8.3.5 ESTATISTICA DOS PORTADORES EM SEMICONDUTORES DEGENERADOS

Se Ep estiver situado na banda ou perto da banda, o semiconductor diz-se degene-
rado. Neste caso, nao é possivel substituir a estatistica de Fermi-Dirac pela estatistica
de Boltzmann. E possivel obter semicondutores degenerados quer através da introducao
de elevadas concentragoes de dopantes, quer através da injeccao de portadores (elec-
troes ou buracos) utilizando correntes eléctricas, feixes laser, etc. Se escrevermos, como
habitualmente,

1
(E—)/ksT 1 |

> \/i *x3/2

PTER

ne = /OO D.(E) f(E)dE = (E — E,)'/? (8.43)
E.
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e se fizermos a substituicao seguinte

E - Ec m—= Ec
= = 8.44
n kT nr kT ( )
obtemos
2 [1 f2miksT\*?| > 02y 2

Ne = ; [4 (7_(_77/2 > /O' 1+ 6(77*"717‘) - ;NC<T) F1/2(77) (845)

o integral F} 5(nr) pertence a familia dos integrais de Fermi, que sao do tipo

oo np

Fy(nr) :/0 mdn (8.46)

e se podem facilmente encontrar em tabelas de integrais.

8.3.6 TRANSPORTE EM SEMICONDUTORES

Em geral, como vimos no capitulo 6, podemos escrever, para um semicondutor tipo-n,

JnanEen<”f>EenunE (8.47)
mC

em que a mobilidade do electrao pu,, relaciona a velocidade de deriva com o campo
aplicado. Na presenga de electroes e buracos, vem entao

0 ="Nceln + Py lp

Num metal, a concentragao de electroes, n, é aproximadamente constante, de modo que
as variagoes em o provém sobretudo de colisdes (interacgoes com fonoes). Como vimos
atras, num semicondutor, n nao é constante e é tutil separar as contribuigoes para a
condutividade resultantes das variacoes de densidade de portadores e da mobilidade.
Uma mobilidade constante e independente de E (campo eléctrico) é a aproximagao mais
simples que podemos fazer (correspondente a considerar um s6 tempo de relaxagao) a
relacdo entre a velocidade e o campo. A fig. 8.12 ilustra o comportamento tipico no caso
do silicio. A massa efectiva a utilizar para descrever o transporte é diferente da massa
efectiva que consideramos para descrever a densidade de estados. Para, por exemplo,
os electroes no silicio, em que temos seis elipsdides ao longo dos eixos [100], podemos
escrever para essa direccao:

n E, E E,
Ji00] = Jepioo€z + Jypooey + Jzpiooez = 662 T (mLew + m—;ey + mTeZ> (8.48)
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Figura 8.12: Relagao entre a velocidade e o campo no caso do silicio.

uma vez que neste vale residem 1/6 dos electroes da banda de condugdo. De modo
analogo, para os restantes 5 vales. Somando as seis contribuigoes, resulta:

1/ 1 2
J=neée’r [ (—4—)} E
3 \mrp, mr

1 1(1 2)
= =4+ =
m} 3 \mr, mr

Para outros arranjos de vales, procede-se de modo analogo. No caso do germénio, por

(8.49)

exemplo, terfamos de considerar os vales nas direcgdes [111]. No caso dos buracos, temos
de ter em conta que, junto a k=0, as bandas de valéncia para os buracos leves e pesados
sao degeneradas. Neste caso, temos de tomar em conta a fraccao de electrées na banda
dos buracos pesados e na dos buracos leves. Se considerarmos como factor de ponderacao
a densidade de estados, vem

D(FE) x (m*)g/2 : Dhh X m2h3/2, DI X m7h3/2 (8.50)

da equagao acima, resulta que:

m 372\ 32
po o< iy, Y2 4+ mpy, 32, LN (’ihg/z > (8.51)
Din m,

donde vem, finalmente, que

2
€~ T,
Up:esz(phh n plh): » Pv

* * *
Mpp Myp my, (8.52)
1 x 1/2 x 1/2 :
_ My T Ay,
m;k} mZhg/Q + m7h3/2

Por exemplo, para o silicio, em que mj;, = 0.49 e mj;, = 0.16, vem que m; = 0.37. A
equagao acima ilustra que a maior parte dos buracos que contribuem para o transporte
sao buracos pesados, devido & sua mais elevada densidade de estados.
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Embora claramente do &mbito dum curso mais avancado de transporte em semicon-
dutores, convém referir brevemente os mecanismos de colisdes mais importantes para
semicondutores & temperatura ambiente sujeitos a campos eléctricos moderados. Um
mecanismo consiste em colisdes com dopantes ionizados. E possivel obter a seguinte
expressao para a mobilidade, em que N; é a densidade de dopantes ionizados:

T3/27,41/2

N (8.53)

M1 X
E importante notar a dependéncia com a temperatura, que, quando p é dominada pelas
colisdes com os dopantes, decresce & medida que T decresce com T3/2. As colisdes com
dopantes ionizados sao essencialmente descritas como colisdes de Rutherford, em que se
usa interacgao de Coulomb blindada, e a dependéncia com a temperatura resulta de que
um electrao mais rapido (T mais elevada) é menos deflectido que um electrao lento (7'
mais baixa). No caso de colisbes com fonodes acusticos, é possivel obter g, o T-3/2,
Esta dependéncia com 7T resulda de considerarmos que i, € proporcional a 7, em que T
& o cociente do livre percurso médio do portador pela velocidade. A velocidade térmica é
proporcional a T'/2, enquanto que o livre percurso médio sera aproximadamente igual ao
inverso da densidade de fonoes aciisticos, a qual, a temperaturas elevadas, e proporcional
aT.

A fig. 8.13 ilustra a variagao de p com 7' para um semicondutor.

Inp
T-312

colisdes com fondes
acusticos

colisdes com
impurezas ionizadas
T-5/2

colisdes com fondes
opticos

>

Figura 8.13: Variacao da mobilidade, y, com T para um semicondutor.

Consideramos que os varios mecanismos de colisoes eram independentes. Neste caso,
podemos invocar a regra de Maththiessen:

==y (8.54)
12 Hr Hac

valida na auséncia de interacgao coerente entre os mecanismos de colisoes.
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8.4 DISPOSITIVOS ELECTRONICOS DE SEMICONDUTORES

Do contacto intimo entre um semicondutor do tipo p e um semicondutor do tipo n resulta
uma juncao p-n.

EA P n P n
i Ep .
E B. conducdo B. condugio B. condugdo .
¢ Fe N\ Boondigio A
_____________ Eg P\ o ALY ¢ AE =¢eV,
! Y=
7777777777777777777777777777 [ E
F
___________ | |
Ep .
Ev Ev N
B. valéncia B. valéncia B. valéncia AW
|
i i B. valéncia
> <
30 nm
zona de deplexao
Antes do contacto Depois do contacto

Os niveis de Fermi ficam a mesma altura

Figura 8.14: Esquema das bandas de energia e da posicao do nivel de Fermi,
antes e depois de realizada uma jungao p-n

O interesse da juncdo (diodo) resulta das suas propriedades rectificadoras:

Ey p n Ep p n
Bo———————----------- E, |—————----
c
Y AE=ey, © m eV,
eVl
eVl
a) "forward bias" b) "reverse bias"

Figura 8.15: Efeito de tensoes "forward bias"e "reverse bias"aplicadas numa
juncao p-n

Como se esquematiza na Fig. 8.15, Se aplicarmos ao lado p da juncgao, uma tensao
positiva Vi > 0, a barreira de potencial é reduzida. De facto, se ndo houver tensao
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aplicada existe uma barreira de potencial AE = e Vj para os electroes, no sentido n — p
(os electroes tém tendéncia a descer para os valores de energia mais baixa, enquanto que
para os "buracos se passa o oposto). Quando se aplica V7 > 0 ao lado p, o resultado é
que a energia AE entre os limites das bandas de condugao nos dois lados da jungao passa
aser AE = eV — e V7. Quando se aplica uma tensdo V; < 0 ao lado p, "reverse bias",
a barreira de potencial passa a ser AE = eV + e V;. Deste modo, quando aplicamos a
junc@o uma tensao alterna, ela vai ser rectificada, na medida em que as partes negativas
vao passar no sentido n — p mais facilmente em "forward bias" do que em "reverse bias".
O resultado é o esquematizado na Fig.4.16.

V(t) V()

. hl]— "N

Figura 8.16: Esquema indicativo da capacidade rectificadora de um diodo

Chama-se caracteristica do diodo a curva I (V') que tem a forma que se mostar na Fig.4.17.

Figura 8.17: Curva I(V) caracteristica de um diodo

O TRANSISTOR

O transistor é a associagao de duas jungoes p-n-p ou n-p-n e a sua fungao principal é a
de amplificador. Na Fig. 8.18 mostra-se o esquema de um transistor p-n-p. Uma camada
fina de silicio do tipo n separa duas regioes do tipo p.

Quando a jungao emissora é polarizada positivamente em relagao a base, sao injectados
"buracos" na regiao n da base e os electroes passam para a regiao p do emissor. Uma
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Emissor Base Colector

| <o
input ouput
+- +-
L
Forward bias - Reverse bias

Figura 8.18: Esquema de um Transistor

"forward bias" promove o fluxo de cargas. A regido emissora esté mais fortemente dopada
do que a base e tem portanto uma condutividade maior. A juncao do colector tem uma
"reverse bias". A base é muito fina, de modo que a maioria dos buracos pode difundir
através dela sem se recombinar com os electroes. Os "buracos" que atingem o colector
fluem facilmente através dele sob as condicoes de "negative bias" em J.. E assim possivel
injectar uma corrente de "buracos" do emissor e ter 90% ou mais deles que fluem através
do colector. Neste exemplo, transistor p-n-p, o emissor e o colector sao do tipo p, pelo
que a corrente transportada é predominantemente uma corrente de "buracos". E, no
entanto, possivel ter transistores n-p-n nos quais a situacao é invertida.

O transistor foi descoberto em 1948 por Bardeen, Brattain e Schockley nos Laboratorios
da "Bell Telephone" e deu origem & era da electronica e da informética. No estado actual
da industria electrénica, o material de base é fundamentalmente o silicio, obtido sob a
forma de monocristais com um nivel de dopantes inferior a 1 ppm (parte por milhéo).
Esses monocristais sdo cortados em bolachas, "wafers", com espessuras da ordem de 100
pm sobre as quais sao implantados ou "integrados" os circuitos, utilizando processos
fotolitograficos extremanente sofisticados. As "wafers" sao entao cortadas em "chips",
cada um dos quais pode conter mais de um milhao de transistores. Embora o silicio va
provavelmente continuar a ser o material base da industria electrénica, por muitos anos,
outros materiais comecam a ser utilizados em componentes especiais, nomeadamente os
semicondutores III-V ou II-VI (e.g. GaAs, CdS, etc.) especialmente para electronica
rapida e optoelectronica.
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PROPRIEDADES OPTICAS

9.1 INTRODUCAO

Nesta seccao discutimos a propagacao de ondas electromagnéticas para e no interior de

solidos, especialmente em semicondutores. Os fenémenos de absorgao, reflexao e disper-
sao da luz podem ser descritos como a acgao de um campo electromagnético macroscopico
de alta frequéncia sobre o s6lido, ou como as interacc¢oes entre excitagoes elementares do

solido e os quanta do campo electromagnético—os fotoes

As ondas electromagnéticas sao solugoes das equagoes de Maxwell, que num meio material

e polarizavel tém a forma (no sistema SI) (ver Apéndice).

VD=p Lei de Gauss
0B Lo ~
VXxE= ~ Lei de indugao de Faraday
VB=0 Lei de Gauss para o magnetismo
oD
V><H=J+§ Lei de Ampére

Temos também de considerar as relagoes

D=cE=¢E+P=¢o(1+x)E; P =c¢coxE;

B = pH = po(H+ M)

em que

E = Campo eléctrico

D = Deslocamento eléctrico
B = Indugao magnética

H = Campo magnético

P = Polarizagao

x = Na = susceptibilidade eléctrica; « = polarizabilidade

M = Magnetizacao
€0 = Permitividade do vacuo
o = Permeabilidade magnética do vacuo

1/‘LLO = 6062
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FOTOES. PERSPECTIVA MACROSCOPICA

Glossario de varidveis e onstantes épticas’:

k = vector de onda do electrao

k = vector de onda do fotao

q = vector de onda do fonao

€0 = permitividade eléctrica do vicuo

€ = permitividade eléctrica de um meio material

€ - . .
e, = — = permitividade relativa ou constante dieléctrica

€0
er=14+x; x = susceptibilidade eléctrica
Ocomplexo = O +iwe
. .o
Ecomplexo = &€ — 1 ay Er,complexo = Er(real) — 50760
N =n+ ik = indice de refrac¢ao complexo
n = parte real do indice de refragao
= coeficiente de extingao
e =N=(n+ik)? =n®—k?+i2nk
Er = Ep1 +1Ep9 er1 =n — k2 €ro = 2nk

2
K = coeficiente de absor¢ao = —wk
c

n—1)% +k?

R = coeficiente de reflexao = m

9.2 FOTOES. PERSPECTIVA MACROSCOPICA

Usando as equacgoes de Maxwell e na auséncia de cargas, correntes e momentos magnéticos
(p=0,J=0,P=0eM = 0) podemos escrever a equagao de propagagdo do campo
eléctrico de uma onda electromagnética como

em que F é a componente do campo eléctrico na direc¢do de propagagio (para o campo
magnético deveriamos substituir E por H).

1Recorda-se que para o quadrado de um namero complexo z = a+ib podem considerar-se duas situacoes:
)22 =(a+ib)2 =(a+ib)(a+ib) =a® —b% +i2ab

ii) |2|2 = (a+ib)(a —ib) = a® +b%. Também se chama a atengdo para o facto de que é comum (e
indiferente) usar para a permitividade (e constante dieléctrica) complexa o complexo conjugado, ou seja

_ e
Ecomplexo = € +1 e

358



PROPRIEDADES OPTICAS

A partir daqui deduz-se directamente a solucdo para uma onda plana monocromética
E =Eye'*™ Y ou E = Eyexpli(k.r—wt); w = ke (9.3)

sendo k o vector de onda do fotdo (|k| = k) e w a sua frequéncia angular (w = 27v).
Note-se que o momento (médulo) do fotao é peotao = F/c = hw/c = hk e que, por outro
lado, pfotao = E/c=hv/c=h/A.

No vacuo, a velocidade da luz é ¢, mas num meio material de indice de refraccao n,
a velocidade da luz é ¢/n, ou usando, com mais generalidade, o indice de refracgao
complexo, ¢/N, em que N = n + ik, sendo n o indice de refracgdo real, e k, o coeficiente
de extingao.

Num meio material, o vector de onda do fotao é portanto
w
k=-=-N (9.4)
c

Vem, assim, para a propagac¢ao da componente campo eléctrico de uma onda electromag-
nética (fotdo), que se propaga segundo z

E = Fj exp {z (%Nz —wt)}
E = FEy exp {z (%nz +i %kz - wt)} (9.5)
FE = Ey exp (—%kz) exp [iw (%z - t)]

A onda electromagnética tem portanto duas componentes: uma onda atenuada, corres-
pondente & primeira exponencial e uma onda nao atenuada correspondente a segunda
exponencial. A onda é atenuada devido ao primeiro termo, e k descreve a absorcao da
onda no meio material e n a sua dispersao.

Em termos da constante dieléctrica €,, cuja parte real é £,; = n? —k? e cuja componente
imaginaria e, = 2nk. &,1 determina a dispersao (através de n) e e,2 determina a
absorgdo (através de k).

As constantes 6pticas macroscopicas sao determinadas medindo as intensidades da onda
transmitida, I (transmitdncia) e da onda reflectida, Ir (reflecténcia). Para uma onda
que incide perpendicularmente & superficie de um so6lido de espessura d, as intensidades
da luz transmitida e reflectida sao, respectivamente

1 (1 — R?) exp(—Kd) 1_1ﬁ
T OlfRzexp(fQKd) n?

1 —exp(—2Kd)
1 — R2exp(—2Kd)

Ir=0L R
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em que K é o coeficiente de absor¢ao

2wk
K= % (9.7)
e R é o coeficiente de reflexao
_ (n— 1)% + k2
= (n+1)2+k2 (6:8)

Note-se que para chegar a estas expressoes é necessario considerar que a intensidade da
luz ¢ dada pelo quadrado da amplitude I = |E|?. Para uma onda que se propaga segundo
z e incide perpendicularmente sobre a superficie do s6lido temos

_ B R_ |ER|?

K=1T =
|Er]? |Er[?

em que F;, Er e Er sao as amplitudes das ondas incidente, reflectida e transmitida
(Fig.9.1).

Luz reflectida

/N /\__/\__ /1 Luztransmitida
\VAAVARVARVA BV S

NAN NS
VAVAYAY

Luz incidente b
z=0

<= Vacuo -------- Er--' Sélido -------- >

Figura 9.1: Representacao esquemaética da variacao espacial do campo eléctrico,
num dado instante, quando a luz incide perpendicularmente & superficie de um
solido. A onda incidente I; é parcialmente reflectida Ir e penetra no sélido
sendo atenuada, Ir.

Atendendo a (9.4), podemos considerar que a onda incidente tem um vector de onda
kr = w/c e que a onda transmitida tem um vector de onda kK = Nky = (n+1ik)Ky.
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A onda reflectida tera um vector de onda —x;. A condi¢ao de continuidade do campo
eléctrico para z = 0 (superficie do sélido) implica que

Er+ Er=FEr (9.9)

Atendendo a que das equagoes de Maxwell vem que \%| = fl—g =, /‘;—g e atendendo a que
k=wcec=1/\/Eomp, vem
[H| = oc|E| = (e0/w)r[E|

vem para a continuidade do campo magnético a z = 0,

—E;— —Er=—E; kr =Nkr = (n+ik)kr (9.10)
w w
Multiplicando por w/ey,
H]E[ — KZIER = /fTET

Usando a equagao 9.9 para eliminar Ep obtém-se

(k1 — kr)Er = (k1 + k7)ER

ER B R — RT B K[*(ﬂ‘i’ik)lﬁ] o 17(714’2]43) o 1-N

Er wr+er ki+Mm+iksr 1+(n+ik) 14N

Donde se pode concluir que

_[Er? _1-NP _
CE2 LN
1 - (n+ik)? B
1+ (n+ik)2
_l(n—1) +ik|?
|+ 1) ik
 (n—=1)2 4+ k2
C (n41)2 k2
Vé-se, assim, que medigoes independentes dos coeficientes de absorcao e reflexao sao
suficientes para fixar os valores de n e de k (de notar que os coeficientes n e k néo sio
completamente independentes, estando ligados pelas relagoes de dispersao de Kramers-
Kronig.

R

9.3 DISPERSAO E ABSORCAO. PERSPECTIVA MICROSCOPICA

9.3.1 ABSORCAO E EMISSAO DE RADIACAO

Vamos supor um sistema sujeito a um campo eléctrico, E, o qual actua sobre os momentos
dipolares das moléculas, u, gerando uma energia da forma —(E.u). O hamiltoniano da
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perturbacao correspondente tem a forma:

AH' = —(E.p) (9.11)
em que p é o operador momento dipolar, o qual ¢ da forma p = u, + py + @, sendo
Py = —e€ ), Tk, em que —e a carga do electrao e xj, as coordenadas cartesianas dos varios
electroes.

O célculo da interacgdo do campo com o sistema (moléculas) pode ser seguido, para
maior simplicidade, através das componentes em x da interaccao. No final, podemos
adicionar as componentes em y e em z. Fagamos

1 , ,
E=E, = E%coswt = iEg(e’“t + et (9.12)

Recorde-se que a evolugdo do sistema no tempo é dada pela equagao de Schrédinger
dependente do tempo, ih%lll(q, t) = H¥(q,t), em que H é o hamiltoniano (opera-
dor de energia). q sao as coordenadas de espago e de spin. A fungao ¥(q, t) descreve
o comportamento do sistema no espago e no tempo. As solu¢ées da equagdo sao
do tipo ¥(q,t) = ¥(q) e"™*. Admitindo que as transi¢des entre dois estados m e
n de um sistema podem ser consideradas como o resultado de uma perturbagao
cujo hamiltoniano é AH’ + .. .; recorrendo & teoria das perturbacdes dependentes
do tempo, com o hamiltoniano H = H° + MH’(t) 4 ... e usando combinagdes line-
ares com coeficientes ¢, (t) para as fungdes de onda, podemos obter como taxa de
variagdo dos coeficientes, a expressio d[‘;—;” = —%e“"’""t AH),... Por integracdo desta
equacao obtém-se o coeficiente ¢, a partir do qual se calcula a probabilidade da

transigio Pn—ym = |cm|>.

Podemos entdo usar NH!,, = —(m|Epiz|n) = —E%{(m|uz|n)(e™? + e~ e obter
de,, ; . ,
% = +22—hE2 (m]pz|n) [el(w’”"_‘”)t + el(wM"+w)t} (9.13)

em que (m|u;|n) é a componente em z do momento de transicio. E importante notar
que {m|p|n) depende da molécula e é uma observavel. Integrando (9.13) em ¢, obtém-se?

H(Wmn —w)t _ 1 (Winn tw)t 1
c < + } (9.14)

)
em(t) = +==E2 (m|uz|n
m(t) = +op B (mlpa|n) PEa— W
A equagao (9.14) descreve dois tipos de processos, nomeadamente, a absor¢ao de radiagao
com passagem do sistema de um dado estado de energia para outro de maior energia,
Wmn > 0, € a emissao, ao contrario, com wy,, < 0.

ax

2feaacd:l.: ea
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No caso da absorgao, vemos facilmente que é o primeiro termo dentro do paréntesis recto
que é relevante. De facto, quando a frequéncia da radiacao incidente w se aproxima da
frequéncia da transi¢do w = wy,n, esse termo cresce, dando um valor grande, embora nao
infinito®, para w = wy,,. Nestas condicdes o coeficiente c,, adquire valores significativos
e a probabilidade da transigao, isto é, de atingir o estado final, é grande — a transicao
ocorre com uma probabilidade |c,, ()|?.

Por outro lado, se o sistema estiver num estado excitado, pode transitar para um estado
de menor energia, com emissao de radiagdo (um fotdo). A emissdo pode ser espontanea,
se o sistema se encontrar num estado excitado ou induzida se o sistema for previamente
excitado, mediante a ac¢ao de uma radiagao incidente. Vejamos estes processos em

E
0
Eu Yo(Q)
hv o
Absorca Emisséo Emiss&o Y(q,) =E ey (@)
inZﬁrfigg espontanea induzida n
o (o)
Ey W2(@)

Figura 9.2: Processos de absor¢ao e emissao de radiagao
maior detalhe. Comecemos pela absor¢ao induzida. Analisemos em primeiro lugar qual
a relacio de EO (amplitude do campo) com a intensidade da radiacio.

Uma onda electromagnética que se propaga numa direcgao z tem as componentes E e B,
respectivamente segundo z e y.

Campo
eléctrico

Campo
magnético

Figura 9.3: Componentes da onda de luz: campo eléctrico e campo magnético.

ezta_l

=1t

31i1ncl,~>0 a
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A direcgao de propagagao pode ser identificada com um vector, da forma
c

S:47r

ExH (cgs); S=ExH (SI)

Uma vez que |E| = |H| = E, no sistema c.g.s.-Gauss, ou |H| = ceo|E| = cegE,, no
sistema SI*, podemos escrever o valor médio (S) para um campo da forma (9.12),

1

(B9)”  (ces); <S>=§|S|:%CEO(E2)2 (SD) (9.15)

c

1
(8) = 51| =

Se considerarmos uma secc¢ao de area A, perpendicular & direcgdo de propagagao, a ener-
gia que passa por essa sec¢ao durante o tempo ¢, serd ¢ (E2)2 At (cgs) ou %cso (EQ(C))2 At
(SI). Durante esse tempo, o feixe percorreu a distancia ¢ = ct, e a energia que passou
através de A espalha-se pelo volume A¢ = Act. Entao a densidade de radiagao p,, defi-
nida como a energia da radiacao electromagnética por unidade de volume é (para uma
radiagao polarizada segundo z)

1 1
o= oo (E2)2 cgs; Pz = 50 (Eg)2 ST (9.16)

Para calcular a probabilidade da transicao, que é |c,,(t)|?

(9.14) e nela substituir (Eg)2 em funcdo de p,. Note-se que |e’ — 1|2 = 4sen?16. Vem:

podemos usar a expressao

o1 5 sen?3 (Wmn —w)t

lem () = € (t)-em(t) = 5 (E2)” [(mlpe|n)] (9-17)

(Wrnm — w)2

Substituindo (Eg)2 (expressdo 9.16 (4.24)) em fungao de p,, vem, no sistema SI°, fazendo

(mlitaln) = framn

2 sen 2L (wpn —w)t
|Cm(t)‘2 = EOWLUszn‘Z 2 2 Px(w) (918)

(Wmn — w)

Até aqui consideramos que a radia¢do era monocromaética (9.18-eq. 4.20). No entanto, as
experiéncias de espectroscopia sao, em geral, feitas numa banda relativamente larga de
frequéncias, salvo se se utilizar um laser, sendo nesse caso a banda de frequéncias bastante
estreita. Se considerarmos que a energia electromagnética por unidade de volume com

4De facto, no sistema ST as unidades sdo [|H|] =[A m~!] e [|E[] =[V m~!]. Para converter nas mesmas
unidades é preciso fazer |H| = ceolEl: [A m™!=[m s7! C V! m™! V m-1] = [C s} m™!]. Ver
apéndice sobre unidades.

5Note-se que (9.18 — 4.26) esta no sistema SI. Para converter para o sistema cgs, (Gauss) basta multi-
plicar por 47eg. Note-se também que, no sistema SI, py(w) vem em [J m™3] o que & natural, visto ser
uma densidade de energia. O momento dipolar, g, vem em [C m], no SI, embora seja usual os quimicos
usarem como unidade de momento dipolar, o debye, sendo 1 D = 3.34 x 1073° C m.
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frequéncias entre v e v+dv e que se propaga na direcgio x é u, (v)dr, podemos substituir
pz(w) por u,(v)dv (fazendo também w = 27v) e integrar para todas as frequéncias:

2 < sen 2w (Vyy — V)t
= —= 2 e d 9.19
e = el | St (o) dv (919)
A integranda so6 tem valores significativos para v & vy,,,. Podemos entao substituir wu, ()
POr Uy (Vmn). Podemos ainda estender o integral de —oo a +00; e uma vez que a radiagao
& isotropica, Uy (Vmn) = Uy Vimn) = s Wmn) = (1/3)u(Vimn). Podemos finalmente obter®

PO —_ 5 2 ) (9.20)

~ 3h2(4reo

Agora, podemos calcular a taxa de variagdo da probabilidade da transi¢ao (probabilidade
de transigoes por unidade de tempo):

dlen()]? 27
dt  3h2(47eg

) |Nmn|2u(an) = B U(an) SI (9.21)

com

2 1 2
|thmn|™ = 3 |

uma vez que para um sistema isotrépico, podemos tomar o valor médio do quadrado do
modulo do momento dipolar

[(nlpalm) P = (g [m)* + | (nlpy m)[* + |(nlpa|m)|* = 3](nlulm)|* = 3 |mnn|”

em que B, é o coeficiente de Einstein para a absorgao.

2
an = ﬁ'“mnﬁ Cgs; an

2

=— 2| sI 9.22
3fﬂ(MEO)INJWI (9.22)

Se consideratmos agora que temos IV,, moléculas no estado inicial, o ntimero de moléculas
que transitam por unidade de tempo (taxa de absor¢ao) é:

Absorgao:
dNp,

Emissao espontanea: Para a emissdo esponténea teremos, (ha NN, moléculas no estado
m que passam para o estado n:)

dNp,

2
6f_+O°§ %;pe)dﬁzwp; p = mt.
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Nao ha u(vp,y,) porque é espontanea).

No equilibrio, teremos: % =0:

Nann U(an) - NmBnmu(an) - NmAnm = O

B Nann - NmBnm - %an - Bnm

Atendendo a que N,,,/N,, = e~ hvmn/kBT o fazendo Bum = Bmn , podemos escrever

Apm 1
Bnm eh’/nln/kBT -1

U(V'rrm) =

Para que esta expressao seja consistente com a conhecida lei da densidade da radiacao
de Planck”

_ 8wh? 1
T T B3 chvma/ksT _ |

u(v)

teremos que fazer

g = (V)

vindo para A,m:

6471'41/T3Lm 9
Apm = T30 IJ'mn‘

O coeficiente de Einstein B,,, pode relacionar-se com a chamada, forca do oscilador, f,
pela relagao

(9.25)

1 e2
T—
dmeg M, /

8m3 1 | 2 —
312 dme, Hmn

Esta ultima expressao é a expressao classica para a forca de um oscilador. A analogia
consiste em admitir que cada dtomo, ou molécula tem associados a si um certo nimero de
osciladores (electroes) cada um com uma forga f; e que vibra a frequéncia v; (frequéncia
de ressonéncia). A forca do oscilador (quantico) pode entdo escrever-se:

AT MeVimn 2 MeWmn
Jmn = — 5

2 _ Pemn 2
3 h@z |/J’mn| - 3 h€2 ‘/J’mn‘

(9.25)

que é uma quantidade adimensional com a mesma expressao, tanto no sistema de Gauss
como no sistema SI.

7[1’] = [u(Wmn)dv] = J m—3
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Num espectro, a drea debaixo da curva de absorgao é o coeficiente de absorgao integrada

e é dado por
NA62

—— Jmn 9.25
4dmeceg f ( )

A= /’fga(y) dv) =
onde a é o coeficiente de absor¢ao da lei de Beer:
Iy =Lie *“" ou Iy =107

em que € é o coeficiente de absor¢ao molar, eCl é a absorvdncia. Notem-se as unidades:
[A]=[m? mol~! s7!], [a]=[m?mol 1|, [v]=[s7!].

DEDUCAO QUANTICA DA FORCA DO OSCILADOR

Podemos fazer uma deducao quantica da forca do oscilador recorrendo a regra da soma
de Thomas-Reiche-Kuhn que estipula que a soma das probabilidades de um electrao
passar do estado fundamental para todos os estados excitados m é 1, uma vez que a
energia absorvida envolve todas as transi¢gdes possiveis. Assim, teremos para a regra de
Thomas-Reiche-Kuhn

> fun =1

m#n
Consideremos, para simplificar um sistema a uma dimensao (z), sendo portanto a forca
do oscilador
fmn = Crnnlxmn|2

Aplicando a regra de Thomas-Reiche-Kuhn, vem sucessivamente
men =1= Zcmn|$mn|2 =
= Zcmn<n|x|m> (mlz|n) = (9.25)

m

= 3" 2 ((nlalm) (mlaln) + {nlelm) (mialn)

Se agora considerarmos que para o oscilador harménico linear a energia total (ou o
hamiltoniano) &8

2 1
g—m + §w2m:c2

e que a energia cinética se transforma na potencial e vice-versa, podendo escrever-se

p? = —w?m?z?

8 A energia cinética é p?/2m e a energia potencial, V = %K&EQ, uma vez que a forga de restituicdo é

F=-VV = —Kx, sendo w = /K/m
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donde se pode concluir que para transigoes entre os estados n e m

. . m|pln
P=1iMWmnt = (Mp|n) =imwnm,(m|zin) = (m|zjn) = %
mn

Podemos entéo escrever, recorrendo a (9.25)

1= Z %((mlxlnﬂnlp\m) - <m|p|n><n|ar|m>>

Atendendo a que axp — pr = [z,p] é o comutador entre z e p e usando a relagdo
Yo Im)(m| =1 e a definigao ¢mpn = CoWimn, podemos escrever

1= 5 [z, plln)

Se agora fizermos [z, p] = ik, podemos escrever

co . coh 2M Wmn 2 2muwmn 2
1=——ih{nn)=— = =— |z = —
2im (nln) 2m Jmn h m nez |Hmn
Temos portanto, a uma dimensao
2M Wmn 2
fmn = —F 5 |Umn
he?
e para trés dimensoes
2m Wmn 2
fmn = W mn

em que se consideram as trés componentes do momento dipolar.
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9.4 CONSTANTE DIELECTRICA

Da primeira das equagtes 9.2 e da definicao de susceptibilidade eléctrica, x, podemos
escrever para a constante dieléctrica &,

s,.=€3:1+X=1+Na (9.25)
0

Em primeiro lugar vamos calcular a polarizabilidade de um atomo. Se tomarmos Ej,. = Ege™*?,
este campo produzira um deslocamento dos electroes em relacdo ao nicleo de r = rge~*?,

Se escrevermos a equacao do movimento para os electroes,

0%r

Zim@ = —Zimwg — Zie By (9.25)
obtemos (fazendo a segunda derivada de r, etc.)
GEO
= 9.25
"o m(wg — w?) (9:25)
Uma vez que P = —Zer = —Z;erge™ ! = a%(w)egEpe ™!, temos, finalmente:
Z; ¢
a®(w) i (9.25)

go m(w3 — w?)
Z; € o numero de electroes na camada, e wy é uma frequéncia caracteristica das transigoes
electrénicas.

Por outro lado, o modelo mais simples de um s6lido é o de uma assembleia de &ato-
mos neutros independentes e fixos. Interessa saber agora qual é o efeito duma onda
electromagnética neste sistema. Consideremos um caso simples em que cada dtomo con-
tém apenas um electrdo, no estado fundamental ¢o(r), o qual pode ser excitado para
uma orbital ¢;(r). Atendendo a que os Atomos tém varias frequéncias naturais, w; cor-
respondentes a transicoes com forgas de oscilador f; que quando temos N atomos de
polarizabilidade o, por unidade de volume, a parte real da constante dieléctrica pode ser

escrita como )

e |
f@ =1+ S S 1k x=14 N

gom j7w2

€ fj
o= 2 2
gom — wi —w

J

(9.25)

Na eq.(9.4), lw; = (Ej — Eo), e fj, a forca de oscilador desta transi¢do, é dado pela

eq.(9.4) )
m

2
fi = w5 hw; |2

(9.25)
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em que zo; € o elemento de matriz do momento dipolar (a menos da carga e que foi
incluida em «) do electrao na direcgao do vector campo eléctrico entre os estados ¢g(r) e
¢;(r). A eq.(9.4) é prototipica duma férmula de dispersdo. No caso dos electres serem
"livres", ou seja, que todos os w; sejam 0 e a soma dos f; seja 1, vem

TL62

= (9.25)

w. =
Eom

2
P
que define a frequéncia de plasma para um gas de n electrées por unidade de volume,

como vimos num dos primeiros capitulos.

Em geral, no entanto, o valor mais baixo de w; correspondera a uma frequéncia no
infravermelho, e, a baixas frequéncias, w ~ 0, podemos calcular a constante dieléctrica
estatica como:

2
e(0) =1+ f; % (9.25)
J

que é maior que a unidade. A medida que w aumenta, €,.(w) aumenta até encontrar-

g(w)

£ (0)

>

Figura 9.4: Variacao da constante dieléctrica com a frequéncia, numa situcao
em que h& varias transicoes electrénics, de acordo com a equacao 9.4. Em
ordenadas, onde esta e(w), deve ser &, (w).

mos uma singularidade quando w = w;. Apos wj, ,(w) torna-se negativa durante um
intervalo de frequéncias, até voltar a ser positiva perto da ressonéncia seguinte. Este
comportamento repetir-se-a até que, para w maior do que todos os w;, vem

wp
De notar, como referimos no capitulo 1, que se &, é negativo, o indice N é imaginario
puro (n =0, k = |e,|*/?) de modo que se observaria reflexio total da luz pela superficie
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do s6lido. De acordo com a Fig.9.4, o cristal permaneceria transparente, embora com
um indice de refraccdo muito elevado, até w = wj, e tornar-se-ia subitamente opaco e um
reflector perfeito, tornando-se mais uma vez transparente a uma frequéncia mais elevada.
De facto, deve haver alguma absor¢ao, e a eq.(9.4) pode ser corrigida para:

g d(w? - w?-)} (9.25)

w2

N e? 1
er(w) =1+ om zj:fj[w]z —

na qual o elevado indice de refrac¢do junto a w; se transforma numa estreita linha de
absorcao a esta frequéncia. Na préatica, a linha infinitamente estreita da eq.(9.4) nunca é
observada (Fig.9.5). Em geral, considera-se para a absor¢do uma fungao finita da forma

r 2l'w?

2 us
= 9.25
(wj —w)?2+ 30?2 (W] —w?)? +T2%w? (9.25)

na vizinhanca de w;. O efeito de considerar o tempo de decaimento 1/I" altera também

s

Im(e)

oz

Figura 9.5: Parte real e parte imagindria da constante dieléctrica segundo a
equagao (9.4). Em ordenadas, onde esta e(w), deve ser &, (w).

Re(e)

a parte real da constante dieléctrica, adicionando-lhe o termo w?I'2 no denominador.
Obtemos entao uma expressao geral para a formula da dispersao:

er(w) =1+ Ne? > = /i (9.25)

2) _ il
gom 2 —w?) —iwl

Uma tltima correccao a eq.(9.4) deriva do facto de que na analise acima considerdmos
que o campo local que polarizava cada dtomo era o mesmo que o campo macroscopico, E.
De facto, a equagao P = ¢y NaE deve ser substituida por P = eg NaE;,., em que E;,. é
o campo visto por cada atomo?, e que pode deduzir-se, recorrendo & lei de Gauss'®

9Considera-se o 4tomo no centro de uma esfera oca, sob a accdo do campo devido aos outros atomos
10Ver, por exemplo, Feynman Lectures on Physics 11-6-6
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Nota: Como calcular o campo local E;,., (Fig. 9.6)

Se o campo externo que age sobre o dielétrico é E, o campo local que actua
sobre um atomo desse dielétrico sera

Eloc =E+ Eat

em que E,; é o campo na posigao do dtomo em consideracao, devido aos
Opol

ez g

Figura 9.6: Cavidade esférica num dielétrico. A posi¢do do atomo esta marcada
com um ponto.

outros atomos . Em torno do atomo, imaginemos uma cavidade esférica, de
raio a, vazia no dielétrico, sendo o centro dessa cavidade a posi¢cao do &tomo.
O efeito dos campos de todos os outros dtomos consiste em criar, sobre a
superficie que delimita essa cavidade, uma certa distribuicao superficial de
cargas, 0. O campo que actua sobre o atomo, devido a presenca dos outros
atomos, é o campo criado por essa densidade superficial de carga, no centro
da cavidade. Sabe-se da electrostatica que o campo gerado por uma carga ¢
4 Sabe-se, também que a densidade

4megr?”
de carga de polarizacao numa superficie é

num ponto a uma distancia r é E =

c=P.n=Pcosb

O campo E,; desta distribuicao de cargas no centro da esfera (que tera a
direccao da polarizagao) é dado em moédulo, por

1 P 2 ™
E, = /dSin.eZ = —/ d(b/ df cos? 0 sen 0
dmeg a? dmeg Jyo 0

Conclui-se que!!

_P2r2 P
t_471'€03_3€0

Eq

1 [cos? ax senaz dz = —:% cos3 az
a
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Vem portanto

1
Eloc =E+ —P

e
0 ) (9.25)
E = Ej. (1 — Na)
3 €0
Deve entao escrever-se
N
P--2CFE
1_ Na
3
donde se deduz que na equacao €, = 1 + Na se deve usar ﬁaﬁ em vez de egNa. Vem
entao ’
Na
e l=1" N

3

que leva a obtengao da relagao de Clausius-Mossoti:

&—1_Na
e +2 3

(9.25)

« é a polarizabilidade do 4tomo, que é a constante de proporcionalidade entre o campo
local aplicado e o dipolo pontual induzido. A equagao de Clausius-Mossoti relaciona
um pardmetro macroscopico (g,) com um pardmetro microscopico («). Para obter e,
é necessario estabelecer um modelo para «. Enquanto um modelo do 4tomo como um
oscilador harmoénico, em que o electrao estaria ligado ao nicleo por uma "mola" (pola-
rizabilidade atomica) pode ser utilizado para estudar transi¢oes electronicas, o mesmo
modelo aplicado ao movimento dos i0es uns em relagao aos outros pode ser utilizado para
descrever a polarizabilidade de deslocamento, como veremos a seguir.

Para baixas frequéncias (w < wy, a® = Z;e? /egmw?). Embora esta aplicagao do modelo
de Lorentz seja obviamente demasiado simplificada para descrever as transigoes electro-
nicas interbandas, é uma aproximacao conveniente quando descrevermos a contribuicao
dos movimentos atomicos para a polarizabilidade (cujas ressonancias ocorrem a w < wy).

9.5 MODOS OPTICOS EM CRISTAIS IONICOS — INTERACGAO FOTAO-FONAO

Consideremos que aplicamos uma onda electromagnética ao nosso sélido. Como é que essa
onda interactua com as vibragoes da rede? Se tomarmos o modelo simples duma cadeia
diatomica linear, uma onda electromagnética (fotdo) de grande comprimento de onda
(de modo que coska = 1, & é o vector de onda do fotdo), e se os 4tomos tiverem cargas
opostas, como num cristal iénico tipico, temos (analogamente ao que vimos anteriormente
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para os fonoes, mas adicionando a forga causada pelo campo electrico da onda incidente):

2ut .
M+ 8;2 =—(ut —u")+eEye ™"
- (9.25)
_ u — —iw
W:—(u —ut) —eFEye ™!

E possivel calcular o momento dipolar associado a este movimento e expressa-lo como
polarizabilidade da rede:

U=ut—u"

o*U K e

a0 — s 7Eoc

o2 Utk

secDQf%eM: ———, vem
M+ T M-
2
dis = o €U c (9.25)

- eoEoy - coEy - oM (0?2 — w?)

Uma vez que @ é a frequéncia duma vibracao de elevado comprimento de onda da rede
(fondo), é muito mais pequena que qualquer transi¢do electrénica dos adtomos ou ides.
A polarizabilidade total pode ser escrita como o' = (a® + a~) + a%*® (considerando
dois atomos por célula unitaria). Introduzindo estas polarizabilidades na equagdo de
Clausius-Mossotti (para w < wp), vem

e—1 1
€T+273V06l

[Cﬁ ta s 501\4(522_&)2)] (9.25)

A constante dieléctrica a baixa frequéncia (ou estatica), €,(0), para w < @ vem

e-(0)—1 1 n _ e?
_ e 9.25
£ (0)+2 3V (a R v (9.25)

enquanto que a constante dieléctrica a alta frequéncial?, ¢,.(00), para @ < w < wp, vem

er(00)—1 1
57'(00) + 2 B 3‘/061

(a* +a") (9.25)

Podemos reescrever a equagao de Clausius-Mossotti:

51“(00) — 57'(0) (925)

w?2
e
T
" (00) + (0) (<)
2 7257‘ 2 _92 Epr 0 —&r _9
— — 1— 9.25
Wy =w 012 w ( 012 )<w (9.25)
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&(w)

€0

€0

(’JT/UJL D)

Figura 9.7: Constante dieléctrica (real) de acordo coma expressao 9.5.

Consideremos em mais detalhe a interaccdo de modos opticos (de fondes) de elevado
comprimento de onda (q ~ 0). Vamos considerar que estamos na presenca de um isolador
(auséncia de cargas livres) (eq.9.5) e em condigbes electrostaticas (eq.9.5):

VD=0 (9.25)
VxE=0 (9.25)

Vamos também considerar que temos um cristal de simetria ctbica de modo que ¢, seja
um nimero, e ndo um tensor. Neste caso, E é paralelo a D e a P e proporcional a €9,
Da equacgao (9.5), resulta portanto que q.D = 0, ou seja, ou D = 0, ou D,E e P sdo
perpendiculares a q. Da equagdo (9.5), resulta que q x E = 0, ou seja, ou E = 0, ou
D, E e P sao paralelos a q. Resultam entao duas situagoes que nao sao simultaneamente
compativeis: (i) D = 0 e D,E e P sfo paralelos a q, ou (ii) E=0¢ D,E ¢ P sao
perpendiculares a q.

Consideremos primeiro um fonao longitudinal. No caso dum fonao longitudinal, tudo

[CEANeN

paralelo a q e, portanto, escolhemos a condigao (i). Da eq.(9.2) vem entdo que €, = 0

o

E = —P/g9. Analogamente, para um fondo transversal, em que tudo é normal a k, e
natural escolher a condigao (ii), vem entao que €, = co e D = P. Da condi¢io &, = o0
para o modo transverso e da eq.(9.5), vem que w = wy para um fondo transversal a
q =~ 0. Da mesma equagao, com &, = 0, obtemos, para o modo longitudinal,

2 e (0) o
Wi = w 9.25
L e (OO) T ( )
Uma vez que €, > &,(00), wr, € sempre maior que wr. A eq.(9.5) chama-se a relagdo LST
(de Lyndanne, Sachs and Teller). No caso do silicio, por exemplo, em que os 4tomos sdo
nao ionicos, €,(0) = €,(c0) e, portanto, wy, = wy.

12 Alta frequéncia relativamente & frequéncia do fonéo, portanto frequéncias, por exemplo, no visivel em

que g, = n?
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Consideremos agora os modos Opticos e incluamos agora ondas electromagnéticas. Pre-
cisamos de saber o que é que acontece em torno de w = ck. Em relacdo ao modo
longitudinal, eq.(9.5) ainda se verifica (na auséncia de cargas livres), e ndo ha modifica-
¢oes em relacao & situagao electrostatica. Uma vez que a luz é puramente transversal,
nao faz acoplamento com o modo longitudinal. Em contrapartida, & equagao (9.5) deve
ser adicionado o termo nao nulo —9B/0t ao membro da direita. Em geral, podemos

escrever, para a radiagdo electromagnética, w? = k2c? /e, (w)

Verifica-se que s6 precisamos de ter em conta a dindmica junto a ¢ = 0 para os modos
TO (Fig.9.8) (eq.9.5). A luz ndo se propaga entre wy e wy, uma vez que, neste intervalo,

LO
regido
proibida

Ay z tipo-fonao

[ ~
,#~ tipo-fotdo >

k

Figura 9.8: Curvas de dispersao para o fonao-polaritao, mostrando o acopla-
mento entre um fondo transversal e a radiacao electromagnética (interacgao
fotao-fonao). Note-se que a inclinagao da curva do ramo idéntico ao fotao acima
do ponto de cruzamento é menor do que a velocidade da luz.

o k é imaginario. Vemos que wy, tem dois significados: o primeiro, é o de ser a frequéncia
do modo LO a baixo ¢, e o segundo é ser a frequéncia superior do intervalo de energias
proibido para a propagacao duma onda electromagnética. Notemos que os efeito referido
acima nao se refere aos fondes Opticos longitudinais, que nao acoplam com os fotoes
transversais no interior do cristal. Substituindo na equagao acima a eq.(9.5), obtemos
a eq.(9.8 7). Na regido em que os fotdes e fondes interactuam, podemos considerar que
estamos na presenca duma nova excitacao elementar independente: o polaritao.

(Note-se, finalmente, que é possivel ao cristal absorver no infravermelho, e que esta inte-
racgao é descrita como a interaccao dum fotao com um ou mais fonoes. Estes processos
foram abordados no capitulo 3 quando falamos da dispersdo de Raman e de Brillouin).
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9.6 TRANSICOES INTERBANDAS

Quando os electroes estao em estados de Bloch, e formam bandas de energia largas, as
transigoes electronicas dos estados cheios para os estados vazios produzem bandas de
absorgao largas. Para frequéncias 6pticas, k é pequeno comparado com a dimensao da
zona, de Brillouin, de modo que é possivel ignorar o vector de onda do fotao, e assumir
que todas as transicoes sdo "verticais". E possivel escrever a constante dieléctrica para
um semiconductor em analogia com a eq.(9.4):

2

€ Tk
rkw)=1 9.25
er(k,w) +Eomzk:w;%—w2 (9.25)

em que f é a forca do oscilador para a transicdo entre |k) na banda de valéncia e
|k + G) (directamente sobre |k) num esquema de zona reduzida) na banda de condugao,
diferindo estes estados em energia do valor hwg. Uma vez que os k sdo continuos o
somatoério transforma-se no integral

2 ! /
e f(@) Na(w')

S0w) 1+ / LI (9.25)
em que Ng(w')dw' é o nimero de niveis que tém uma diferenca de energia vertical de hw’
no intervalo dw’ e f(w') € a for¢a do oscilador, isto é, um namero da ordem da unidade
- para as transi¢oes neste intervalo. Utilizando as relagoes de Kramers-Kronig, pode
calcular-se a parte imaginaria da constante dieléctrica:

7762

2n(w)k(w) = 260mf(w) Ny(w) (9.25)

A funcdo Ny(w) é o espectro da diferenca de energias da banda de valéncia e condugao
(também chamada densidade de estados conjunta) tem uma importante singularidade
no "patamar da banda de absorgao", o qual corresponde & minima diferenga de energia
vertical minima hwg entre as bandas. O espectro na vizinhanga desta singularidade é da
forma
1/2
Ng(w) o (w —wp) (9.25)

Como a Fig.9.9 (a) indica, fwy nao é necessariamente o mesmo que o hiato, E,, entre o
topo da banda de valéncia e o fundo da banda de conducao. Estes pontos, como referimos
no capitulo 6 77, nao estao necessariamente um em cima do outro no espago dos k: a
mais pequena separacao vertical pode ser maior do que E, (hiato indirecto).

Como referimos no capitulo 677, é possivel observar transi¢cées Opticas correspondendo
a hw =~ E,, se tivermos em conta a possibilidade de emitir ou absorver um fonao simul-
taneamente com a absorgao do fotao. Estas transicoes indirectas podem ser estudadas
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a)

Figura 9.9: a) Transicao vertical, num semicondutor. Note-se que todas as tran-
sigbes verticais requerem mais energia do que o hiato Eg4. b) Transi¢ao indirecta
representada como uma transicao vertical virtual seguida da emissao de um
fonao. q é o vector de onda do fonao emitido. [Harrison pag. 332]

através da teoria de perturbagoes de segunda ordem. A probabilidade destas transi¢oes
é muito mais pequena que a das transi¢oes directas, e depende da temperatura através
do ntmero de ocupagao dos fonodes (capitulo 677).

A discussao de transicoes electronicas em cristais perfeitos assume um modelo de 1-s6
electrao. Na realidade, o estado final para uma transicao como a da Fig.9.9 deixa um
buraco na banda de valéncia assim como um electrao na banda de condugao. Se estas
particulas nao se afastarem imediatamente uma da outra, podem interactuar entre si, e
formar estados ligados (niveis excitonicos de Wannier) cuja energia total é menor do que
o hiato a partir do qual o par foi formado. O espectro mostra entao linhas de excitao
abaixo do patamar de absorgao fundamental.

9.7 ABSORCAO PELOS PORTADORES LIVRES

Consideremos a expressao

) .o
N2 =(n+ik)? = <5TL + z) (9.25)
WEp
em que €,7, é chamada a constante dieléctrica estatica e o indice L significa que a sua
principal contribuigdo vem da rede cristalina (Lattice). Quando o solido é um bom
condutor, podemos ignorar o €, e obtemos imediatamente'3
o
N =(n+ik)>=—i

WEp
(9.25)

1BVi= (1/VD)(1 +1)
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para altas frequéncias v < 10'3 s7! vem n? =~ o~ k? donde se pode deduzir uma
expressao para o coeficiente de reflexao.
RN(n—1)2+k2_n2—2n—|—1+k‘2_n2—|—2n—|—1+k’2—4n_1 4n

T n4+1)2+k T (n242n+1+k2  n242n+14+k2 0 224 2n+1

Para 2n + 1 << 2n?, i.., baixas frequéncias (e.g., no infravermelho), para as quais

n>>1
2
Ral-2=1-92,/%0
n g

que é conhecida por relagao de Hagen-Rubens. Uma consequéncia 6bvia é que o poder
reflectivo de um s6lido bom condutor se torna muito elevado.

Retomando a expressao (9.7), e atendendo a defini¢do de frequéncia de plasma w,,, num

2

2 = ne?/m*e,reg podemos escrever

meio de constante dieléctrica estatica e, tal que w

T R Iy P CO
Er n Er o Ep
rl rL o rL 8 D)

2
1 wo w
grg = 2nk = — Re (o) = ETL—ﬁ
Eow w wjtw
Olhemos, primeiro para €,1. Além do termo &,.1, devido & rede, temos um termo adicional
(negativo) proporcional & densidade electronica n. e, é a contribuigdo de todos os

mecanismos de polarizacao para além dos electroes livres.

O

379



Pagina 380 (propositadamente em branco).

Pagina 380 (propositadamente em branco).



SUPERFICIES



Pagina 382 (propositadamente em branco).

Pagina 382 (propositadamente em branco).



SUPERFICIES

10.1 ESTADOS EM SUPERFICIES

Até agora, utilizdmos a hipotese de que tinhamos um cristal infinito. Como resultado, o
k nédo podia ser imaginario. Um cristal finito permite a existéncia de k’s imaginarios, de
que resulta um crescimento (ou decaimento exponencial) da fungéo de onda ao atravessar
a superficie do cristal.

Comecemos por analisar o problema a uma dimensao, x, perpendicular & superficie de
um cristal finito.

Suponhamos um cristal cuja superficie é o plano y — z, perpendicular ao eixo z (Fig.10.1.
Consideremos a equagdo de Schrédinger segundo a direc¢ao x, e consideremos duas re-

semicondutor <«<— ! —> vécuo

Figura 10.1: Func¢ao de onda junto da superficie de um cristal. Bem no interior
do cristal, (x < 0), as fun¢dées de onda serdo do tipo Bloch, podendo haver
alguma perturbagao (aumento de amplitude) junto da superficie. No exterior
do cristal, z > 0, a fungao de onda decai exponencialmente.

gides: o interior do cristal z < 0, em que o potencial é nulo, V(z) = 0, para electroes
livres (modelo de Sommerfeld), ou negativo para electroes ligados, V(z) = V(z+na) < 0;
e o vacuo x > 0, onde o potencial é V(z) =V, >0

A equagao de Schrodinger

n? d?
 2mdz?

+Vi(z)| d(x) = Ey(x)

pode ser reduzida & forma canoénica

d*(x) 2 2 _ 2m
cujas solugoes sao da forma
Y(z) = Aef® 4 Be K® (10.0)
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No exterior do cristal, ou seja, no vacuo, faz sentido haver uma solucao que decaia
exponencialmente fora do cristal.

Assim, no exterior do cristal (z > 0) teremos uma solucao da forma

2m

—K:

(x) = Be % K=- F(Vo - F) (10.0)
que decai exponencialmente & medida que nos afastamos da superficie. Havera, portanto,
uma probabilidade de encontrar o electrao fora do cristal, podendo ser transferido para

um outro condutor, por efeito de tunel, se este estiver na proximidade.

No interior do sélido, isto é, para x < 0,—devemos passar a considerar o problema a
trés dimensGes—, os electroes sdo livres V = 0, ou ligados e V' < 0. Daqui se infere que
K? < 0 e as solugdes sao da forma habitual, devendo ser considerada uma estrutura de
bandas, como vimos no capitulo 4.

Se usarmos o modelo dos electroes quase-livres, com um potencial da forma

V(I‘) — Z VGeiG.r

G+#0
Vo = / V(r)e *STdr

teremos fungoes de onda do tipo (ver equagao 4.34),

L i iGon.
Yk, r) = 7e r Zu(Gm)e T

m

onde a componente para m = 0 corresponde & onda plana nao perturbada.

A energia seréa (ver figura 4.6)

h? k?

FE
2m

+ V(G (10.0)

De um modo mais geral, podemos considerar fun¢oes de onda da forma
Y(k,1) = [T u(r)] e KT (10.0)

Estas solucoes nao sao relevantes para um cristal infinito, uma vez que a densidade elec-
tronica é finita em todo o cristal, mas, se houver uma superficie plana perpendicular a
k, entao poderiamos tentar uma solugao do tipo acima, que cresce exponencialmente &
medida que nos aproximamos da superficie, ajustada a uma solugdo que decaia expo-
nencialmente fora do cristal (Fig. 10.1. E possivel deste modo obter estados proprios de
superficie localizados na interface.
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Estes estados estao localizados no espago, e podem dar origem a ligagoes na interface.
Numa escala de energia, os estados de superficie podem estar sobre uma banda, dando
uma densidade de estados extra para os electroes perto da interface, ou podem estar
situados no hiato, circunstancia particularmente importante, resultando que a superficie
da amostra pode nao haver hiato.

Suponhamos que encontramos um estado localizado 1g(x) & energia Ey no hiato do semi-
condutor num modelo a uma dimensao. Uma vez que o cristal ainda é, presumivelmente,
peridédico nas direcgoes y e z perpendiculares & superficie, o teorema de Bloch deve
ainda ser valido para translagoes no plano y — z. O estado localizado a uma dimensao
expandir-se-a entdo numa banda de estados de superficie do tipo

P(k, 1) = to(x) e FvyTh:2) (10.0)

em que y e z sao as componentes do vector de onda medido no plano da superficie. No
caso do electrao livre, ou quase-livre a banda deve ser da forma:

2

h
E(k)~ B+ 5~ (k2 +k2) (10.0)

sendo Fy, por exemplo, da forma (10.1).

10.2 CRISTALOGRAFIA DAS SUPERFICIES

Quando um cristal é truncado, e se define uma superficie, a simetria translacional per-
pendicular a superficie é removida, enquanto que a periodicidade paralela & superficie
se mantém, em principio. Uma vez que junto da superficie, cada camada de dtomos se
torna intrinsecamente nao equivalente as outras, todas as propriedades de simetria da
superficie passam a ser bidimensionais. Em consequéncia, as estruturas das superficies
passam a ser redes de Bravais a duas dimensbes, como vimos no capitulo 3. A duas
dimensoes ha cinco tipos de redes de Bravais, (Fig. 3.6) definidas pelos vectores a e b:
quadrada (@ = b; a = 90°), obliqua (a = b; a # 90°), rectangular (a # b; o = 90°),
rectangular de corpo centrado (a # b; o = 90°), hexagonal (a = b; o = 120°).

Se (as, bs) forem os vectores unitarios (da célula primitiva) da superficie real e (a;, b;),
os vectores unitarios (da célula primitiva) da superficie ideal, os vectores de translagao
sao respectivamente

T, =nas,+mby
(10.0)

sendo n e m inteiros. A relacao entre a superficie real e a superficie ideal é definida
unicamente pela matriz 2 X 2, G
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) g™ (10.0)
bs bl
O determinante de G, |G| é igual a razdo entre as areas das células primitivas da rede
real e da rede ideal. Se |G| for um ntmero inteiro, as redes estao simplesmente relacio-
nadas; se |G| for um namero racional, as redes estao racionalmente relacionadas; se |G|
for um ntimero irracional, a rede real é incomensurdvel relativamente a superficie ideal
(substrato).

(2x1)

p(2x2)

c(4x2)

Figura 10.2: Representacao de trés possiveis reconstrugoes numa superficie de
Si(001). Os circulos vazios e a cheio indicam as posigoes dos atomos: o tamanho
indica as diferentes camadas de d&tomos, com os circulos maiores na camada mais
externa. A célula unitaria da rede reconstruida é indicada por um rectangulo a
cheio. Na rede c¢(4%2), a célula primitiva é indicada por um losango a tracejado.

Embora a notagao matricial seja exacta, nao é muito usada. Em vez dela, usa-se mais,
uma notagao introduzida por Wood! (1964) que é mais conveniente para redes comensu-
raveis. Essa notacao usa a razao entre as dimensoes dos vectores unitarios da rede real e
da rede ideal e o aAngulo relativamente ao qual a rede real é rodada com respeito a rede

1Wood E.A. (1964), J. Appl. Phys., 35, p. 1306.
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ideal. A figura 10.2 ilustra essa notacdo para representar varias reconstrugoes possiveis
na superficie Si(001).

10.2.1 ESPACO RECIPROCO E DIFRACCAO

De um modo geral as estruturas das superficies sao obtidas por técnicas de difraccao e
consequentemente através das suas redes reciprocas. Para uma superficie, a periodicidade
s6 existe paralelamente & superficie, de modo que a lei de conservacao do momento se
aplica apenas as componentes dos vectores de onda paralelos & superficie

k” = k0” + G (100)

em que ko e k| sao paralelos as componentes dos vectores de onda incidente e difractado.
G € um vector da rede reciproca expresso por

Gpr =ha* +kb* (10.0)

em que h e k sdo inteiros e a* e b* sdo vectores da rede reciproca definidos relativamente
4 rede do espaco real como

«_ 2mbgxn
a T
A

A=a,b,xn

A é a area da superficie e n o vector normal & superficie. As condi¢oes de difraccao sao
totalmente definidas pela equagdo 10.2.1 (idéntica a equagao 3.19, para a difracgdo em
cristais), juntamente com as de conservagao de energia

K =ki  ou kf+kL =ky +kL (10.0)
Estas condigoes podem ser visualizadas usando a construcao de Ewald como na Fig.3.19.

Em geral usam-se feixes de electroes ou raios-X nas técnicas de difraccao para anélise de
superficies, nomeadamente LEED (low energy electron difraction) realizada com incidén-
cia quase normal e RHEEED (reflection high energy electron difraction) em incidéncia
rasante, bem como técnicas de difracgao de raios-X de incidéncia rasante. Uma vez que
as estruturas das superficies sao derivadas indirectamente das suas representacoes no
espaco reciproco, ha por vezes dificuldade em encontrar as verdadeiras estruturas das
superficies. E normalmente mais facil construir o modelo correcto da superficie que cor-
responde aos dados das técnicas de difracgao recorrendo a imagens das superficies no
espago real obtidas por técnicas de varrimento (scanning probes), como AFM e STM.
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10.3 RELAXAQAO E RECONSTRUCAO DAS SUPERFICIES

As superficies reais nao retém a estrutura cristalina do interior. Os atomos das camadas
da superficie e da sua vizinhanga sao geralmente deslocados das suas posi¢oes ideais do
interior do cristal, ficando em posigoes que minimizem a energia. Os rearranjos dos ato-
mos implicam modificagoes em varias camadas junto da superficie, mas as modificagoes
mais acentuadas ocorrem na camada superficial. A estrutura desta camada domina a
maior parte das propriedades da superficie. A relazacdo da superficie envolve apenas
deslocagoes de atomos que néo alteram a simetria translacional da superficie (i.e., a pe-
riodicidade da superficie), como, por exemplo, deslocagoes colectivas de todos os dtomos
na camada superficial. A reconstrucao da superficie implica deslocacoes de atomos que
alteram a periodicidade da superficie. A relaxacao da superficie nao deve ser confundida
com a relaxagdo em defeitos (lacunas, atomos adicionais, degraus, etc.) em que a peri-
odicidade ja esta afectada. Uma vez que os atomos a superficie ficam com coordenagao
deficiente, faltando todos os atomos no lado do vacuo, serao adicionados ou retirados
adtomos da camada superficial de modo a minimizar a energia livre da superficie.

A forga determinante para a relaxacao e reconstrucao é a minimizacao da energia livre de
superficie. As superficies com elevada energia livre tém maior tendéncia a relaxar e/ou
reconstruir-se, do que as com baixa energia livre.

E a reducéo da energia de superficie, e nao a propria energia de superficie, que controla
a tendéncia para a relaxagdo ou reconstrugao. A natureza das interacgoes interatémicas
nos varios tipos de solidos é o factor chave que controla as propriedades estruturais da
superficie. Num cristal de um gas raro, ou num cristal de moléculas neutras, em que as
forgas em causa sao as interacgoes de van der Waals, apenas havera alguma relaxacao
perpendicular & superficie. Nas superficies dos metais e cristais iénicos com interacgoes
ibnicas isotroépicas nao havera, em geral reconstrucao, mas havera relaxacao em larga
escala. Nas superficies de semicondutores (com ligagoes covalentes ou mistas havera
necessariamente reconstrugao.

Os semicondutores sao geralmente constituidos por dtomos com orbitais de valéncia s e
p (em geral hibridacoes sp?), cada orbital com dois electroes (um de cada atomo), em
meédia, dado origem a bandas de valéncia totalmente preenchidas e banda de conducgao
vazia (a T = 0) no interior do s6lido. Nos semicondutores com as estruturas do diamante
(Si e Ge) e blenda de zinco (e.g., GaAs), cada atomo esta ligado a quatro vizinhos,
através das quatro orbitais hibridas sp?, dirigidas para os vértices de um tetraedro.
Ao gerar-se uma superficie, algumas das ligacbes covalentes vao quebrar-se, deixando
orbitais hibridas flutuantes com um tnico electrao. Devido ao elevado custo de energia
das ligagoes flutuantes, a energia de superficie de um semicondutor é, em geral, muito
elevada, e ha uma grande tendéncia para a superficie relaxar e/ou reconstruir-se, ou
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reconfigurar as orbitais flutuantes de modo a baixar a sua energia.

a) b)

(110)

Hibrida
flutuante

(001) (001)

Figura 10.3: Reconstrugao da superficie de um semicondutor homopolar (e.g.,
Si). a) Superficie ndo reconstruida. O cristal é visto ao longo da direcgao [110].
Os atomos com ligagoes diagonais sao primeiros vizinhos no plano [110] para-
lelo ao plano da figura. Na superficie (111) véem-se ligagoes hibridas flutuantes
perpendiculares a essa superficie. b) Apés reconstrugao, os dtomos relaxam e
as anteriores ligagoes flutuantes juntam-se ficando duplamente ocupadas (repre-
sentadas por duas linhas.

10.4 FUNCAO DE TRABALHO

A funcdo trabalho (um conceito particularmente 1til para os metais), é a barreira de
energia que mantém os electroes no cristal: W = E,,. — Er (figura 10.4). Se nao houver
distor¢ao na distribuicao de carga das células com a formagao da superficie, podemos es-
crever W = 0 — Ep = —Ep. Frequentemente, uma camada dupla (Fig.10.5) é formada, a
qual contribui uma energia W adicional para o valor da funcao de trabalho. De notar que
faces diferentes do cristal resultarao em duplas camadas com diferentes caracteristicas, e,
portanto, fungoes de trabalho diferentes. Sendo os campos electrostéaticos conservativos,
deverao existir campos no vacuo que compensem as diferengas em fungao trabalho acima
referidas: isto porque a fun¢ao de trabalho nao é definida como movendo o electrao até
ao infinito, mas apenas até junto a superficie da amostra (entendendo-se por "junto",
uma distancia, no exterior do cristal, grande comparada com as distancias interatéomicas,
mas pequena comparada com as dimensoes do cristal). Para semicondutores e isoladores,
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Escala electroquimica
(potenciais de redugdo)

Vacuo
45V
w| |
Eev| |7 I o
EC
oy S— S S— E
F ol H+¢e >12H,
. EV
v Metal Semicondutor v

Figura 10.4: Equivaléncia entre as escalas de energia em metais e semiconduto-
res (em electrées-volt), e a escala electroquimica/potenciais de redugao ¢° (em
volts). W é a fungao de trabalho; Er é o nivel de Fermi; E, e E. sao respec-
tivamente os limites da banda de valéncia e de conducao, I é o potencial de
ionizacao e E, a electroafinidade.

uma vez que Er estéa localizado no hiato e é em geral controlado por efeitos extrinsecos
(impurezas), é mais util por vezes definir a afinidade electronica, E, = Eyqc — E, fundo
(fig. 10.4).

10.4.1 MEDICAO DA FUNCAO DE TRABALHO
POTENCIAL DE CONTACTO

A medigao do potencial de contacto faz-se através da técnica da sonda de Kelvin. Olha-
mos para o metal como uma colecgdo de particulas numa caixa (fig. 10.7(a)). Se puser
dois metais com W diferente em contacto, em equilibrio, Er deve ser idéntico: esta iden-
tidade implica transferéncia de carga da superficie do metal de menor W para a superficie
do metal de W superior, e o estabelecer de um campo eléctrico no vacuo (fig. 10.7(b)).
A carga a superficie de cada metal d& origem a um potencial no interior o qual desloca os
niveis de energia no interior do cristal juntamente com o potencial quimico. Nao posso
medir simplesmente a diferenga de potencial existente com um voltimetro, uma vez que
este instrumento mede, de facto, o potencial electroquimico, o qual é dado pela diferenga
de posicao dos niveis de Fermi, a qual, como vimos, se anulava neste caso. Suponhamos
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sélido superficie
+++++
) vécuo
p(x)
%\ >»
— X
A
V(x)
X
A ___
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Wy
Y

X

Figura 10.5: Formacgao da camada dupla, com densidade de carga p(z), e conse-
quentes variagoes de potencial V(x) e energia F(z), onde se mostra a energia
W, adicional para o valor da fungao de trabalho.

Superficie

Figura 10.6: Nivel do vacuo junto da superficie Eyq.(s), a fung¢do de trabalho W
e o nivel do vécuo longe da superficie E,..(00). A transicao entre os dois niveis
marca a atenuagdo do efeito da dupla camada, que corresponde a energia W
adicional para o valor da fungao de trabalho, da figura 10.5.
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Figura 10.7: Medicao da funcao de trabalho pela sonda de Kelvin.
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que as faces das duas amostras formam um condensador plano. O método da sonda de
Kelvin consiste em variar a distancia entre os metais, alterando deste modo o campo
eléctrico no vacuo. A carga transferida (o = g9 = ¢¢V/d) é proporcional ao campo, e
por isso, podemos medir a corrente & medida que a capacitancia varia (Q = CV'), com
C variavel e V fixo: V = (W, — W7)/e). Em geral, introduz-se uma bateria no circuito
e observamos qual é o potencial necesséario para anular a corrente (fig. 10.7(c)). Obtém-
se assim W do metal a estudar relativamente a um metal que se escolhe com W bem
conhecida.

EMISSAO TERMIONICA

Neste caso, a ideia do método é que podemos "evaporar" os electroes para fora do me-
tal, por aquecimento. Podemos colocar o metal numa caixa e determinar a densidade
de equilibrio de electroes & volta dele (vér "inset" da Fig.10.9). Para obter uma cor-
rente, adicionamos as componentes da velocidade que se afastam da superficie. Podemos
calcular a distribui¢ao dentro do metal:

hv
e e
Ep Ep
a) Emissdo termionica b) Emissao fotoeléctrica

Figura 10.8: a) Emissdo termiénica. A tempeartura é suficientemente elevada
para que os electroes na cauda da distribuicao térmica tenham energia suficiente
para saltar a barreira de potencial a superficie. ¢ é a funcao de trabalho. b)
Efeito fotoeléctrico. Um electrao é arrancado do metal quando um fotao incide
sobre a superficie do metal.

1 1

fin(k) = exp [(En(k) — Er) [kpT] + 1 ~exp [En(k)/kpT] +1

e fora do metal, E, (k) deve ser tomado com a forma correspondente a da particula livre

1 1 h%k?
folb) = BT s 7 B ) 71 = [~ (7 )

(10.0)
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A substituicao da distribui¢ao de Fermi-Dirac pela distribuicao de Boltzmann na equacao
10.4.1 é justificada uma vez que as fungdes trabalho sdo tipicamente da ordem de alguns
eV. Para calcular a corrente, usamos fo,; € substituimos v, por hk, /m na equacao 10.4.1:

dk
= —e/ K k) (10.0)
k>0 4m3
e obtemos a equagao de Richardson-Dushman:
j= " (kpT)? e W/keT = 1201735 A m~2K 2 (T%—W/’“BT) (10.0)
2m2h3

A figura 10.9 indica a representagdo grafica habitual da equagdo de Richardson para
extrair W. Esta equagao funciona bem também em hetero-interfaces metal-semicondutor
(barreiras de Schottky) e mesmo em jungdes p-n.

— o

A KE

tomar E=0 em EF

— |'_..
)

"

>
L
T

Figura 10.9: Medigao da fungao de trabalho pela emissao termioénica, de acordo
com a equagao (10.4.1).

EMISSAO FOTOELECTRICA

A ideia subjacente a este método ¢ a de fazer incidir sobre o metal (ou semicondutor)
um feixe de luz (e.g., ultravioleta), (figs. 10.10. Se hv = fw > W, podemos extrair um
electrao.

Um dos métodos de maior confianga para a medida da fungao de trabalho baseado no
efeito fotoeléctrico é o método de Fowler? com alguns aperfercoamentos posteriores. A

2R. H. Fowler, Physical Rev. 38, (1931) 45
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SUPERFICIES

hv (Fotdo) Electrio A

Metal

Y

0 v,=Wih v

a) b) °
Figura 10.10: Efeito fotoeléctrico. a) Um raio de luz (hv) incide sobre a superficie
de um metal. Parte da energia é absorvida no metal e a restante é usada para
arrancar um electrao com energia cinética T. b) A energia cinética do electrao
ejectado T = %vz, varia com a frequéncia da luz incidente.

titulo de exemplo, refere-se um artigo recente, de D. Vouagner et al, em que foi usada
a técnica de Fowler combinada com impulsos ultracurtos de laser para medir a fungao
de trabalho de varias superficies metélicas. Esta técnica, embora com menor resolugao
do que a da sonda de Kelvin, d4 uma medida directa da funcdo de trabalho, e é mais
fiavel, sendo também mais barata do que as técnicas de espectroscopia do fotoelectrao
no ultarvioleta, de onde também se podem retirar as fungoes de trabalho.

Na teoria de Fowler revista, por Dubridge?, a sensibilidade fotoeléctrica S,,, que é o
nimero de electroes por quantum de energia absorvido, é proporcional ao nimero de
electroes emitidos Nz, por unidade de érea e por segundo, com energia suficiente para
vencer a barreira da superficie.

S, =aeNpg
em que
Armk3T?
B = Tﬂs(l’)
1 —2z —3z hv — h
B
- e g3 hv — hiy
¢(m)—[e(22+32...)] para x:k‘BiTSO

em que vy é a frequéncia limiar, e @ um factor que envolve a probabilidade, por unidade
de area, de um electrao absorver um quantum de energia quando sobre a superficie incide
uma unidade de intensidade, e v a frequéncia.

3D. Vouagner et al, Applied Surface Science 171 (2001) 288.
4L.A. Dubridge, New Theories of the Photoelectric Effect, Hermann, Paris, 1935.
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FUNCAO DE TRABALHO

A expressao final é

4rme?
S, =aAT? $(x); com A= T
A ¢é a constante de Richardson a T = 0,

S, =0 para x <0
s, 1aA

=55 (hv — hig)? para x>0

Numa primeira aproximagao, pode ter-se uma boa estimativa da funcao de trabalho a
partir da relacao

SL/2 o (hv — hig) (10.0)
O método de Fowler consiste em fazer um grafico da equagao 10.4.1 em escala logaritmica

Se
log T2 = B+ F(x)

em que B = logaA e F(zx) = log¢p(x) é a funcdo de Fowler e B é uma constante
independente da frequéncia e da temperatura.

— 2,57

oo

2,5, L] w‘

—~ V1 15 min

2z

8 1,51

g

3

.2 1’0'

E

g 05

g ..

“ 0,04 . .
4,0 4,5 50

Energy [eV]

Figura 10.11: Determinac¢ao da fungao de trabalho de uma superficie de tantalo
policristalino, pelo método de Fowler. Os varios conjuntos de pontos experi-

mentais correspondem a varios tempos de irradiagdo. Reprodugao do grafico da
figura 6 do artigo de D. Vouagner et al.
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APENDICE A. TEORIA DOS GRUPOS DE SIMETRIA

A.1 TEORIA DE GRUPOS EM MECANICA QUANTICA

Consideremos a equagao de Schrédinger
HV =FEV

em que H é o operador hamiltoniano—o operado da energia—,¥ é a funcdo de onda e
F sao as solugoes da equagao e, portanto, os valores possiveis da energia do sistema.

Se duas ou mais particulas sao trocadas por aplicacao de uma operagao de simetria sobre o
sistema, o hamiltoniano deve permanecer invariante. Uma operagao de simetria conduz
o sistema a uma configuragao equivalente, por definigao, indiscernivel da configuragao
original. E claro que a energia do sistema tem de ser a mesma antes e depois de efectuar
a operacao de simetria. Isto é, os operadores H e R comutam:

RH =HR

Esta equagao implica que tanto faz medir a energia do sistema antes ou depois de aplicar
a operacao de simetria R.

Note-se que em mecénica, que é uma algebra linear com operadores, os operadores actuam
sobre qualquer coisa, e quando se escreve RH = HR, esta implicita a equagao RHY =
HRY. E RHY deve ser entendida como R(HY) que significa que se efectua primeiro a
operagao HV¥ e em seguida a operagao R sobre o resultado.

O facto de os operadores H e R comutarem tem implicagOes importantes para a resolugao
de muitos problemas e simplificacao de calculos de mecénica quéantica. Muita da teoria
quéantica e das suas aplicagoes se baseiam no facto de que as operagoes de simetria de um
qualquer sistema constituem conjuntos de entidades matematicas, tipicamente associados
a algebra linear, chamados grupos, sendo mesmo possivel construir toda a estrutura da
algebra linear a partir da nocao de grupo. A ideia de grupo, introduzida pelo tragico
Evariste Galois, morto em consequéncia de um duelo aos 21 anos, foi a base do estudo
das estruturas agébricas e, em particular da dgebra abstracta que surgiu no inicio do

século XX.

A.2 POSTULADOS DA TEORIA DE GRUPOS

Um grupo é um conjunto ndo vazio de elementos A, B, C... em que pode ser definida
uma opera¢do que associa um terceiro elemento a um par ordenado. Essa operagao tem
de satisfazer os seguintes postulados:
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POSTULADOS DA TEORIA DE GRUPOS

1. Dados dois elementos A e B, pertencentes ao conjunto, pode definir-se uma ope-
ra¢do, da qual se deduz um outro elemento C' que se chama produto de A por
B:

AB=AB=C, Ced

Diz-se que o conjunto G é fechado relativamente ao produto.

2. Existe uma unidade direita, E, tal que

AE=AE=A, (E€G)

3. Existe um inverso direito, A~', de cada elemento, tal que

AA'=E, (A'€q)

4. O produto definido goza da propriedade associativa:

A(BC) = (AB)C

Chama-se ordem do grupo, h, ao nimero de elementos do grupo.
Um grupo diz-se abeliano se tiver a propriedade comutativa: A B = B A.

Chama-se subgrupo a um conjunto de elementos de um grupo que forme um grupo. A
ordem de um subgrupo g de um grupo de ordem A tem de ser um divisor de h, ou seja,
h/g =k, em que k & um namero inteiro.

Exemplos

Exemplos de grupos abelianos: o conjunto dos ntimeros inteiros e o conjunto de niimeros
reais. No primeiro caso o produto é a soma ordinaria e o elemento unidade é o zero; no
segundo caso o produto é a multiplicagao ordinéria e o elemento unidade é o um.

Um exemplo de grupo nao abeliano de ordem infinita é o conjunto de todas as matrizes
n X n com deterinantes nao nulos. Note-se que o produto de matrizes nao é comutativo,
pelo que o grupo nao é abeliano.

A.2.1 Elementos conjugados e classes

Um elemento B diz-se conjugado de A se

B=XAX"' ou A=X"'BX, XeG
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APENDICE A. TEORIA DOS GRUPOS DE SIMETRIA

em que X é um qualquer elemento do grupo.

Um conjunto completo de elementos que sao conjugados uns dos outros constitui uma

classe do grupo. Para saber quais os elementos pertencentes a classe de um determinado

elemento A é suficiente determinar todos os produtos da forma B = X A X! usando

todos os elementos, X, do grupo.

A.22 SIMETRIA MOLECULAR E GRUPOS DE SIMETRIA

Para a fisica e para a quimica é importante fazer uso do facto que as operagoes de simetria

de um qualquer sistema constituem um grupo.

Para uma molécula, por exemplo, devemos consderar: i) Elementos de simetria: pontos,

rectas e planos relativamente aos quais se podem realizar operagoes de simetria. ii)

Operagoes de simetria: rotagoes, reflexdes, inversao, etc.

Elemento de simetria

Operagao de simetria

Simbolo

Plano de simetria
Centro de simetria
Eixo de rotagao propria

Eixo de rotagao improépria

Identidade (ndo fazer nada)
Reflexdo no plano

Inversao

Rotagao de 27" em torno do eixo

Rotagao 277’ seguida de reflexao

E

o

i
Cn
Sn
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POSTULADOS DA TEORIA DE GRUPOS

A.2.3 Determinagao do Grupo de Simetria de uma Molécula

Comecgar

(passo 1) Grupos especiais
a) moléculas lineares: Ceo, , Dooyy
b) simetria de ordem elevada:

TT,, Ty, O, Op I Iy,
asso 2

(® ) Sem eixos de rotagdo:
Cr Gy, G

(passo 3) S6 eixos S, (n par): Sy Sg, Sg, ..

Eixos C,, (sem ser de S 5,,)

(passo 4) (passo 5)

Sem CyLa Cp, nCyrLacC,
oy no, sem O oy nog sem o
Cun Chy Cn Dy, Dypg D,

Figura A.1: Classificagdo do grupo de simetria de moléculas em cinco passos.

Os grupos de simetria sdo frequentemente chamados pontuais, porque todos os elementos
de simetria (rectas e planos) de uma molécula, se intersectam num ponto que nao varia
com a aplicagao de qualquer operacao de simetria. Ha também grupos espaciais que
envolvem translagoes e tém interesse em fisica do estado solido.
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A.3 TEORIA DAS REPRESENTACOES

Chama-se representa¢do de um grupo, a qualquer grupo de entidades mateméticas con-
cretas, que seja isomorfo (em que h& uma correspondéncia biunivoca) com o grupo
original. No nosso caso usaremos matrizes como elementos das representacoes do grupo.

Consideremos um objecto no ambiente da simetria do grupo C3, como é o caso da
molécula de NHj3 e consideremos as varias operagoes de simetria aplicadas a um sistema

N oy
/ \ H
H © -
(A L
(B)
(B)

Cs

Figura A.2: Elementos e operagées de simetria da molécula NHs. Para efeitos de

célculo, identificam-se os trés H com os pontos A, B, C.

de eixos (z,y, z) em que se considera a origem como o centro do tridngulo definido pelos
pontos A, B, C; o eixo z perpendicular a esse plano e passando por N; o eixo x, passando
por exemplo por A e o eixo y perpendicular a x.

Para a identidade, podemos escrever em linguagem matricial:

=
I
S O =
o = O
— o O
Il

Para uma rotagao de um angulo € em torno do eixo z

Ro | vy
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TEORIA DAS REPRESENTACOES

Para uma rotagao C3 (§ = 2F) = 120°:

x cos —sinf 0 x —% @ T

— . — 3 1

Cs| vy = sinf cosf O y = _% —1

0 0 1 0 0

Para uma rotagio C3 (§ = 4T = 240°) ou C; ' (0 = — & = —120°):
x cosf sinf 0 x -3 _§ 0 x
C3=0Cyl=| y = | —sinf cosf 0 Yy = @ -0 y
0 0 1 z 0 0 1 z

Poderia desde ja verificar-se que as operagoes C3 e C2 sdo conjugadas e formam uma
classe—a classe C3

Vejamos agora quais as matrizes que representam as reflexoes:

T 0 T T
a2 |y | =] 0 -1 0 =|
0 1 z

As outras reflexdes seriam facilmente encontradas e verificar-se-ia que as 3 reflexoes o,
constituem também uma classe—a classe o,,.

O conjunto das matrizes E, C3, C3 ! e as trés o, constituem um grupo e sdo portanto
uma representacao do grupo, com 6 elementos, e consequentemente de ordem h = 6.

Poderiamos ter escolhido outra base, como por exemplo a base de elementos (N, 4, B, C)
e a matriz que permuta esses elementos quando aplicadas as operagoes de simetria. Notar
que s6 o N fica na mesma quando aplicada qualquer operagao de simetria. Para as outras
operagoes de simetria, verifica-se que os elementos (A, B,C) permutam ciclicamente.
Teremos Para C3, por exemplo:

N

Cs

o o o =
-~ o © o
o o = o
o~ o o
QW = =
= QW=

A
B
C
etc.

As matrizes representativas das varias operagoes de simetria constituem outra represen-

tagao. Podemos inventar bases e determinar as representacoes do grupo para cada uma
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das bases. Verifica-se, porém, que, todas as representacoes de um dado grupo de simetria
(para as operagoes de simetria de objectos no espaco a trés dimensoes) se reduzem a um
conjunto finito de representagoes, de dimensao menor ou quando muito igual a trés, e
cujo numero é igual ao niamero de classes. Para tal basta verificar que o conjunto dessas
matrizes se podem dividir em blocos, de submatrizes com estrutura homologa.

Qualquer conjunto de matrizes que representem as operagoes de simetria do grupo Cs,,
nomeadamente E, C3, Cy L e as trés 04, constituem um grupo, e sao, por isso represen-
tacoes do grupo. Facilmente se poderia provar que satisfazem os postulados de grupo.
Verifica-se também que se reduzem, no maximo, a 3 subgrupos: um de matrizes a duas
dimensoes, idénticas as da base (x,y) outro grupo de matrizes a uma dimensao idénticas
as da base z e eventualmente uma outra. No grupo Cj3,, é sempre possivel reduzir todas as
representagoes, quaisquer que elas sejam, a representacoes de dimensao 1 e de dimensao
2.

No caso das matrizes do grupo das permutagoes também poderia verificar-se que essa
representacao de dimensao 4 se reduz a outras de menor dimensao, nomeadamente de
dimensao 1 e de dimensao 2.

As representacoes de menor dimensao possivel, chamam-se representagées irredutiveis.
No grupo Cj3, hé apenas 3 representagoes irredutiveis, que é também o ntimero de classes
(E, 037 Uv)-

Curioso é que os tragos ou caracteres (que sio as somas dos elementos diagonais) das ma-
trizes das representagdes, nomeadamente das representagoes irredutiveis sao suficientes
para a maior parte das aplicagoes da teoria de grupos na fisica e na quimica.

Os caracteres das representagoes dos varios grupos de simetria pontual estao tabelados.
A tabela do grupo Cj3, é um exemplo de uma tabela de caracteres. Nessa tabela podemos

Cs E 20 36y

(3m)

A 1 1 1 z 2+ _}r‘z, 7

As 1 1 -1 R,

E 2 -1 0 @R R) (P -y 20)0z, 32)

ver no campo superior, a esquerda o nome do grupo de simetria, na chamada notacao de
Schoentflies (entre parénteses, estd o nome do grupo de simetria na notacgao usada pelos
cristalografos). Na mesma linha vém a seguir as classes do grupo, neste caso: E, Cs,
com a indicagao de que tem 2 operagoes de simetria, e 0, com a indicagao de que tem
3 operagoes de simetria.
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NOTACOES

No campo abaixo, na primeira coluna estao indicadas as 3 representagoes irredutiveis,
(tantas quantas as classes). As duas primeiras sdo de dimenséo 1, e a terceira é de
dimensao 2, como se pode facilmente deduzir do trago ou caracter da operagao identidade,
que é 1 e 2, respectivamente.

No campo central (colunas 2, 3 e 4) estao os caracteres das matrizes das varias represen-
tagoes irredutiveis.

Na 52 e 6% colunas da tabela, estao indicadas para cada representacao irredutivel, algumas
das bases mais usadas pelos quimicos e fisicos. Assim, na 5% coluna, para a representacao
A1 indica-se que uma das bases é o vector z, ou componente z de um sistema de eixos
(z,vy, 2), ou ainda a orbital p, de um atomo, que como se sabe esta orientada segundo o
eixo z. Indica-se também que a operacao de rotagao em torno do eixo z, designada por
R, constitui uma base da representagao A,. E ainda, que os eixos x e y constituem, em
conjunto, uma base de dimenséo 2, (x,y), bem como as rotagdes em torno dos eixos
e y que constituem, em conjunto (e acopladas, como indicado pelo paréntesis) bases da
representacao E. Na 6 coluna esta indicado que a funcio 22 + %2, bem como a funcdo 22
que é também a orientacdo da orbital d,» pertencem & representagao A1, e que as orbitais
dy2_y2 € dyy constituem, também em conjunto (e acopladas) uma base da representagao
E, o mesmo sucedendo para as orbitais d. e d..

Toda esta informagao sobre as representagoes irredutiveis a que pertencem estas bases,
como fungdes, ou orbitais atémicas, é de grande utilidade na quimica, em particular na
espectroscopia e na teoria do campo de ligandos, especialmente na quimica dos metais
de transicao.

Produto directo de representagoes

O produto directo de duas representagoes I'; e I'; é uma representagao cujos caracteres
sao da forma

X(R) = xi(R) x;(R)

A.4 NOTACOES

Notagao de Schoenflies para as operagoes de simetria

F — identidade

C,, = rotagao de 27/n
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o = reflexao num plano

op, = reflexdo num plano horizontal, i.e., perpendicular ao eixo de simetria (de maior
ordem)

o, = reflexdo num plano vertical, i.e., contendo o eixo de simetria (de maior ordem)

o4 = reflexao num plano diagonal, i.e., contendo o eixo de simetria e bissectando o
angulo entre dois eixos binarios (Cs)

Sp = rotagdo improépria: rotagao C,, (de 2m/n) seguida de reflexdo o, no plano per-
pendicular ao eixo Cp,).

Notagao para as Representagoes

A e B sao representagoes de dimensao 1

E sao representagoes de dimensao 2

T sao representacoes de dimensao 3

A primeira representacao da tabela, (A, ou X1) é totalmente simétrica

As representagoes A tém x(C,) = 1. As B tém x(C,) = —1 [x é o caracter]
Indices 1 e 2 tém respectivamente x(Cs) = 1 e x(Co) = —1.

Indices g (do alemdo gerade, par) e u (do alemio ungerade, impar) tém (i) = 1 e

x(4)

—1, respectivamente

)

e” tém x(on) =1 e x(on) = —1, respectivamente

A.5 TEOREMA DA GRANDE ORTOGONALIDADE

h
{Fi (R) :| {Fj (R) ’ /} = T 51‘]‘ 5mm/ 5nn’
em que a soma é tomada sobre todas as operagoes de simetria R; I'; é a representagao
i; m e n sao os indices das linhas e colunas das matrizes. h é a ordem do grupo; ¢; é a
dimensao da representagdo i. §;; = 0 se i # j e §;; = 1; etc.
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APLICACOES DA TEORIA DE GRUPOS DE SIMETRIA EM ESPECTROSCOPIAS

A.5.1 Decomposi¢do de uma representagao redutivel

O namero de vezes que uma representacao irredutivel I'; de caracteres x;(R) aparece
numa dada representagao I' de caracteres x(R) é

a =1 3 xi(R)X(B) (A.0)
R

A.6 APLICACOES DA TEORIA DE GRUPOS DE SIMETRIA EM ESPECTROSCOPIAS

Em qualquer espectroscopia a probabilidade de uma transi¢ao entre um estado inicial v;

e um estado final ¢y é dada por
2
‘ (A.0)

Py = ‘<¢f|T|¢i>

L ‘/w;szidT

em que T é o operador responsavel pela transicao. No caso das espectroscopias de
VIS, UV e IR, T = pu, momento dipolar g = er de componentes (ex,ey,ez). Na
espectroscopia Raman o operador responséavel pela transicao é o tensor polarizabilidade,
a, que envolve produtos das coordenadas, como, por exemplo, zy, 22, etc.

Pode demonstrar-se pela teoria de grupos de simetria que um integral cuja integranda
nao contenha a representagao totalmente simétrica é nulo. Esse facto pode ser visto como
uma extensao da regra, facil de verificar, de que um integral do tipo fj; f(z)dz cuja
integranda é uma fungao impar, é nulo.

Assim, no caso das espectroscopias a probabilidade da transi¢ao sera nula se [ VT dr
nao contiver a representagao totalmente simétrica. Por outras palavras, o chamado mo-
mento de transicao (¢|T'|1;) tem de conter a representagio totalmente simétrica para
que a transicao tenha probabilidade nao nula:

P,Lf >0 seesobse Ftot.sim. C <¢f|T|¢z>

A.6.1 EXEMPLOS
Espectro vibracional do N Hs

Para determinar o ntimero de modos normais de vibragao de uma molécula, comega-
mos por associar a cada dtomo um sistema de eixos (z,y, z), 0s quais, no seu conjunto
constituem o total dos graus de liberdade do sistema, em ntmero de 3N, sendo N o
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ntimero de atémos. Calculamos em seguida os tragos das matrizes de ordem 3N, que
representam as operagoes de simetria do grupo. Chamemos I'pyiq; & representacdo com
esses caracteres. Recorrendo a formula A.5.1 decompomos a representacao I'rorq; numa
soma das representagoes irredutiveis I';. Retirando dessa soma as representacoes que
se transformam como os elementos base x, y e z e que correspondem as translagoes da
molécula como um todo, e retirando também as rotacoes R, R, e R, ficamos assim com
as representacoes que correspondem aos graus de liberdade vibraionais, i.e., aos modos
normais de vibragdo. Para determinar se sdo activos (observaveis) em espectroscopia
vibracional devemos ter em conta que, de um modo geral, ¥; é o estado fundamental,
¥; = 1y, e portanto totalmente simétrico (A4;), visto que as func¢oes de onda vibracionais
sio da forma vy = Ny e~(1/22”  Deste modo, para que a probabilidade das transicoes
seja nao nula é necessario que a representacao produto das representacoes de 1y com
alguma das representacoes de x,y, ou z contenha a representagao totalmente simétrica.

Idéntico raciocinio pode ser feito para a espectroscopia Raman. I'roiqr = 3A1 + As + 4E
Cs, E 2C3 3o,
A, 1 1 1 z 2 +y?, 22
Ay 1 1 -1 | R,
E 2 -1 0 (z,y) (R, Ry | (22 — 92, 2y), (z2y2)
Tiotar | 120 2

FTT'IM’LSl = Al +E
1—‘lR(Ji& = A2 +E
Tuir = 2A1 +2E

Conclusao: A molécula NHjs tem 6 modos normais de vibracdo (o que esta de acordo
com a regran, = 3N —6 =3 x 4 — 6 = 6, dois dos quais se transformam de acordo com
representacoes A; e 2, degenerados (de grau 2) que se transformam segundo representa-
¢oes E. O espectro vibracional do N Hz tem portanto 4 riscas, sendo duas degeneradas
e todas activas no IV e no Raman.

A

\ / — —
77N y oo

vi(Ar) va(Ap) v3,(E) V4a(E)
symmetric stretch symmetric bend degenerate stretch degenerate bend

Figura A.3: Modos normais de vibragao da molécula NHj.
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Espectro vibracional da H2O

Cay E Oy oy(zz) o0,(y2)

A, 1 1 1 1 z 2+ 2, 22
A, 1 1 -1 -1 R, xy

B; 1 -1 1 -1 z, Ry xz

B, 1 -1 -1 1 Yy, Rey | y2

Tiota | 9 -1 3 1

I'rotar = 3A1 4+ Ag + 3B + 2By
FTransl = Al + Bl + B2

I'rot = A2 +DB1+ By

Ly = 2A1 + By

Concluséo: O espectro vibracional de H20 tem 3 modos normais de vibragao (2 total-
mente simétricos) e uma antissimétrico relativamente a o (yz) todos activos no IV e no
Raman.

‘_,/ 1545 cm-!
3625 cm-!

3756 cm-!

Ficura 4.4: Modos normais de vibragdo da molécula de dgua, bem como
o espectro de infravermelho. As coordenadas normais séo os deslocamentos
combinados indicados por q1, q2 e g3.
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A.7 TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

G E

&)

A 1

CEZCh E Oy

(m)

A 1 1 x, 7 R. Xy 2 xy

A" 1 -1 z, R, R, VI, Xz

=35 E i

1

A, 1 1 R. R, R. 2, 2
XV, Xz, ¥z

Ay 1 -1 X,V z
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TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

—_ =

G ¢ G oo ¢ oc £=exp (2mi/T)
1 1 1 1 1 1 1 zR P
1 & & & £ £ &
{l & 2 B8 £ € } 8‘5,,}%,) (xz, y2)
1 & & & & & ¢&°
{1 e &£ e & &° 6‘2} (¥, 2xy)

CG C G c ¢ c c’ £ =exp (2m/8)

1 1 1 1 1 1 1 ¥+ 7

i -1 4 - -& £ (x7) o
i i } ®.R) =

TS R TS A R .
) : o -y, 2xv)
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TEORIA DOS GRUPOS DE SIMETRIA

D, E Cy(2) C(y) Cy(x)

(222)

A 1 1 1 1 P -
B, 1 1 -1 -1 z, R; xy

B, 1 -1 1 -1 ¥, Ry Xz

B; 1 -1 -1 1 x, Ry vz

D E 20, 3G,

(32)

A, 1 1 1 ¥+, 7

A, 1 1 -1 o R,

E 2 -1 0 X VR, B) (P, 2x) (xz, y2)
Dy E 2C, C(=C2) 20 26

(422)

Ay 1 1 1 1 1 L+ 2
A, 1 1 1 -1 -1 R

B, 1 -1 1 1 -1 -y
B, 1 -1 1 -1 1 xy

E 2 0 -2 0 0 (x, (R, R) (xz, y2)
Ds E 2C;s 202 5C,

Ay 1 1 1 1 X+ 2
A, 1 1 1 -1 Z R.

E; 2 2 cos 72’ 2cos 144’ 0 (x, (R R)  (xz,y2)

E, 2 2cos 144 2cos 72 0 *=5% 2xp)
Ds E 2Cs 20, C  3C, 3C)

(622)

Ay 1 1 1 1 1 1 P+ 7
A, 1 1 1 1 -l -1 zZ R

B, 1 -1 1 -1 1 -1

B, 1 -l 1 -1 -1 1

E; 2 1 —1 -2 0 0 (xy»R.R) (xz2)

E; 2 -1 A 2 0 0 =y, 2xy)
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TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

Cy, E G, oy(x2) o, (vz)

(2mm)

A, 1 1 1 1 z R o
A, 1 1 -1 -1 R. xy

B, 1 -1 1 -1 x, R, Xz

B, 1 -1 -1 1 v, Ry vz

Csy E 2C; 36,

(3m)

Ay 1 1 1 z X+y, 7

A, 1 1 -1 R,

E 2 -1 0 (x, MRy Ry) o =y, 2x09)(xz, y2)

Cu E 2C, G, 20, 2oy

(4mm)

Ay 1 1 1 1 1 =z L+ 7
A, 1 1 1 -1 -1 R

B 1 -1 1 1 -1 -y
B, 1 -1 1 -1 1 xy

E 2 0 -2 0 0 (x, (R, R) (xz,y2)
Cs, E 2GC; 2C52 5o,

Ay 1 1 1 1 =z Y+ 7
A, 1 1 1 -1 R

E; 2 2 cos 72° 2 cos 144° 0 xR R)  (xz,y2)
E, 2 2cosl44°  2cos 72° 0 (=", 2xp)
Cey E 2C 262 G 30, 3oy

(6mim)

Ay 1 1 1 1 1 1 =z ¥ +y 2
A, 1 1 1 1 -1 -1 :

B, | 1 -l 1 -1

B, 1 -1 1 -1 -1 1

E, 2 1 -1 -2 0 0 (x, YR, R) (xz, yz)
E, 2 -1 -1 2 0 0 (o =y, 2xy)
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Cgh E Cg I Oy
(2/m)
A, 1 1 1 R. 2,9 2 xy
B, 1 -1 -1 R, R, Xz, yz
A, 1 1 -1 -1 z
B. 1 -1 -1 1 X, ¥y
Cip E C; 032 O S S35 &=exp (2m1/3)
(6)
A' 1 1 1 1 1 1 R, £+ 7

1 ¢ € 1 ¢ e’ ,
E . . (x. ) (=", 2x)

1 ¢ £ 1 ¢ £
A" 1 1 -1 -1 -1 z

1 ¢ & -1 —-¢ -¢g
E" * x (RI: R.‘r) (XZ, yZ)

1 & -1 —-& -£
Can E G G C: z Sj Grn  Ss
(4/m)
A, 1 11 11 11 1 R, +y 7
B, 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 (X’ =y, 2xv)

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
E R, R Xz, vz

’ Lomio-1 i1 - o1 i ®R =

A, 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 z
B, 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

1 i -1 -1 -1 -1 1 1

: . Xy

K l1 -1 -1 1 -1 1 1 —1 (x.7)
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TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

Cw E G 2 ¢ ¢ o S 8§ 8 57 £ =exp(2ni/5)
A1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 R. hh 7
E‘ 1 2 8,2 k] 1 2 8‘2 g-
* * - - x;
' 1 ¢ 2 g 1 N ()
1 & & ¢ 21 g e =
E; ; . . . z X~y
2 {1 2 e & 52 1 2 52 ( J 21}’)
A" 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
) 1 gZ *2 _1 —£ 75,2 75‘2 75‘
El {1 * * 2 _1 —E, 7&"2 76‘2 e } (Rx: Ry) (.’CZ, yz)
1 2 . 1 2 e )
B s‘ ] s‘ £ s‘ £
1 L -1 &% & - -£
Cen E G G G ¢ ¢ i S, 8, o S 5 &= exp(2ni/6)
(6/m)
A, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x2+y2, 2
B, 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 (Re, Ry) (xz, yz)
1 & -1 - | —e -1 - £
Eig 1 & - -1 -¢ 1 & - -1 £ ¢
1 & —¢ 1 - -z & —¢ 1 & —¢
By, 1 & - 1 - - 1 - - 1 - =¢ @ =y, 2xy)
A, 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
B. 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1
1 ¢ & -1 -z . S| —£
En 1 & & -1 —¢ -1 —s 1 & -¢ (x,»)
1 & - 1 & - -1 & -1 & &
B 1 e & 1 —& —& -1 N -y
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2)

GO) Gl i oxy)  olxz) ol

2)

Cof.

E

Dy

(mmm)

Blu

B2u

B}u

36, on 25 3o,

2Cs

(8)m2

Dsy
A

“

Xty

&~y 2x)

(x,)

0

-1

)

(xp, ¥

Ry By)

0

Ew

207 25, o, 20, 204

!
2

26, G 20

E

(4/mmni)

Dy
A

Ay

-1

By

By

xz, yz)

(R Ry)

0 0

-2

E,

Alu

AZu

Blu

BZu

0 (x,»

0
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TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

DSh E 2C5 2C52 5C2 Oy 2S5 2353 50‘,

Al 1 1 1 1 1 1 1 1 £+30, 7
A 1 1 1 -1 1 1 1 -1 R,

E; 2 2c0s72° 2cos144° 0 2 2cos72° 2cosl44° 0 (x.3)

ES 2 2cosl44°  2cos72° 2 2cos 144° 2c0s72° 0 =3 2x)
Al 1 1 1 -1 -1 -1 -1

Al 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 z

E; 2 2c0s72° 2cos 144° -2 2c0872° —2cos 144> 0  (R.R) (v, y2)
E; 2 2cos144° 2cos72° 0 -2 —2cos 144° —2cos 72°

Dan E 2G 2C; C 3G 3¢, i 285 25 o, 304 3o,

(6/mmm)

Al 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1 YD
Ay 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 R,

Byg 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

By 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Ei 2 1 1 2 0 0 2 1 -1 2 0 0 (R-R) (=)
Ey 2 -1 -1 2 0 0 2 -1 -1 2 0 0 = 2vp)
Ay 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Ay, 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 ¢z

B 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1

Bo 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1

En 2 1 -1 -2 0 0 -2 -1 1 2 0 0 (x,¥

Exn 2 -1 -1 2 0 0o =2 1 1 -2 0 0
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Dya=Vy 25, G 2C, 264
(E) m
A, 1 1 1 1 1 4y 2
Ay 1 1 1 -1 -1 R,
B, 1 -1 1 1 -1 -y
B, 1 -1 1 -1 1 z Xy
E 2 0 -2 0 0 (x, ) (xz, ¥2)
(R, Ry)

D;d 203 3C2 I 286 30, d

(§)m

Ay, 1 1 1 1 1 L+ 7

Ay 1 -1 1 1 -1 R

E, -1 0 2 0 (R.R) (o =17, 2xy)

(xz, y2)

Ay, 1 1 -1 - -1

Ay, 1 . I | 1 =z

E, -1 0 =2 1 0 (xy)

Dy E 255 2C, 2,5‘; G 4G, 4oy

A 1 1 1 1 1 1 1 Xy 2
Ay 1 1 1 1 1 -1 -1 R

B, 1 -1 1 -1 1 1 -1

B, 1 -1 1 -1 1 -1 1z

E, 2 2 0 -2 0 0 (xy)

E, 2 0 -2 0 2 0 0 (=% 2xp)
E; 2 \6 0 \E -2 0 0 (R, Ry) (xz, y2)
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TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

Dy E 2C; 202 5C, i 255 251 564

Ay 1 1 1 11 1 1 1 X+ 7
Ay 1 1 1 -1 1 1 1 -1 R,

Ey 2 2c0s72° 2cosl4d® 0 2 2c0s72° 2 cos 144° 0 (R.R)  (x.32)
Ep 2 2cosl44° 2cos72° 0 2 2cosld44®  2cos72° 0 (=5, 2x7)
Ap 1 1 1 1 - -1 -1 -1

Ay 1 1 1 -1 -l -1 -1 1 :

Ew 2 2c0572°  2cos 144° 0 -2  2c0s72° —2cos144° 0 (y

By 2  2cos144° 2cos72° 0 -2 2cosl144®° —2cos72° 0

Degy E 251 2Cs 25, 20, 2 5‘152 G 6Cé 664

A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 iyt 2

A 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 R

B, 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1

B, 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1,

E. 2 J3 1 o -1 3 2 0 0 (ny

E 2 1 -1 2 -1 1 2 0 0 (=", 2xy)

Es 2 0 -2 0 2 0 -2 0 0

Es 2 -1 -1 2 - -1 2 0 0

Es 2 B 0 -1 3 ) 0 0 (R.R) (.2
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S4 E S4 CZ Sj
4)
A 1 1 1 R. X+y 2
B -1 1 -1 z (=%, 2xp)
i -1 -1
E - (x:v y) (RXD R)’) (XZ, V:)
—1 -1 1

Ss C; C32 i 5'65 Ss &= exp (2n1/3)
(3)
A, 1 1 1 1 1 R, 7

g g 1 & g
Eg * - } (Rx: R}’) (xz _yzi 2@) (‘xv:\ y:)

£ £ 1 £ £
A, 1 1 —1 -1 -1 z

£ 3 1 £ )
E. . . (x,»)

£ £ 1 £
Sg Ss Cy Ss3 G, SSS C: Sg £=exp (2n1/8)
A 1 1 1 1 1 1 1 1 R. Y+, 7
B 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 z

{l & 1 —& -1 —& -1 6“} «5)
. . Xy
E _ _ _ _
. I L= 1 ] @R
1 1 -1 —1 1 i —1 —1
’CQ 2
E, 1 —i -1 i 1 — —1 i (" -y, 2xp)
1 —E. —1 & -1 * 1 —&

Es 1 - 1 * -1 £ -1 " (xy, yz)
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TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

T E 40, 4C32 3¢, s =exp (2m/3)

A 1 1 1 1 ¥+ + 2
1 1
E { z ¢ } (V@@= =5 -y
0

0 -1 (xa.y: :) (xv: x:»yf)
(R, Ry, R:)

T d E 8 C3 3 C2 6S4 6G, d
(43m)

A 1 1 i+
Ay
0 0 22 -x -y, 5 )
0 -1 1 -1 (R.R,.R)

0 -1 -1 1 (xay: :) (xy: xz:y:)

T:
T,

sl

W R =
|
—_

Ty E 4C; 4 3G i 45  48? 3oy £=exp (2m/3)

A, 1 1 1 1 1 1 1 1 ¥yt

S| 1 £ g 1 Q2 % 42
V3 -3

-1 3 0 0 -1 (Ria R}’: RZ) (IV, Yz, x:)

e ez
_w e
RPN o, ™
O e o

—_

—_

ml

™

—_

A 1 1 1 1 1 Y+y+7

E 2 -1 2 0 0 @27 -x 9y,
N3 =y)
T, 3 0 -1 1 -1 (x,y,2)
(RI:' R}‘! RZ)

T, 3 0 -1 -1 1 (xy, xz, yz)
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Oy E 8C; 6C, 6Cy 3¢ i 6S; 8Ss 3o, 60y

(m3m) (=Ch

Ay 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Ly +7

Ay 1 1 -1 -l 1 1 -1 1 1 -1

Eq 2 -1 0 0 2 2 0 -1 2 0 Q2= —x* 57,
NENCESD))

Ty 3 0 -1 1 -1 3 1 0 -1 -1 R, R, R.)

Tag 3 0 1 -1 -1 3 -1 o -1 1 (xv, xz, y2)

Ay 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

Ay, 1 1 -1 -l -1 1 -1 -1 1

E. 2 -1 0 0 2 2 0 1 2 0

Th 3 0 -1 1 -1 -3 -1 0 1 1 (x,»,2)

Tay 3 0 1 -1 -1 -3 1 0 1 -1

423



TABELAS DOS GRUPOS DE SIMETRIA PONTUAIS

1 12Cs 12¢2 200 156, o i(]is%]
2
A 1 1 1 1 Fy e
I nooon 0 -1 (%y2)
(B, By, o)
T: n " 0 -1
G -1 -1 1 0
H 0 0 -1 1 22 —x* -y,
NENCE )
), z, 2X)
L E 12Cs 132¢* 220G, 15C, i 1251 128 2085 15, N 1[ ;]
s 10 7 =2]1%5?
2
Al 1 1 1 11 1 1 11 Ly
T 3 n n 0 -1 3 n n -1 -1 (R,Ry.R:)
Tog 3 n ‘rf' 0 -1 3 'r|+ n 0 -1
Gy 4 -1 -1 1 0 4 -1 -1 1 0
H, 5 0 (| 1 5 0 0 -1 1 (27— -y,
V3 —3%)
(xy, yz, 2x)
A, 1l 1 1 1 -1 - -1 -1 -1
Tw 3 n n 0 -1 3 n n 0 1 (x, v, 2)
Tow3 1 n 0o -1 3 7 n 0 1
G, 4 -1 -1 1 0 4 1 1 -1 0
H, 5 0 0 -1 1 -5 0 0 1 -1
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Cirr E C 2c? o0y,
A=Y 1 1 1 1 z ©+ 7
A=3T 1 1 1 -1 R,
E=IT 2 2 2cos ¢ 0 (x)) (ReR) (xz, y2)
Ex=A 2 2 2 cos 2¢ 0 &~y 2x)
E;=@ 2 2 2cos 3¢ 0
Doy 2c¢ 0Gy i 25¢ 0y
% 1 1 1 1 1 X+y,7
3, 1 -1 1 1 -1 R,
I, 2 cos ¢ 0 2 —2cos ¢ 0 (R.R) (xz, y2)
A, 2 cos 24 0 2 2 cos 2¢ 0 (' -, 2x)
T 1 S | -1 -1 =z
>y 1 | -1 1
1L 2 cos ¢ 0o -2 2 cos ¢ 0 (x»
Au 2 cos 2¢ 0o -2 —2cos 2¢ 0
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CONSTANTES UNIVERSAIS MAIS COMUNS

B2 CONSTANTES UNIVERSAIS MAIS COMUNS

Grandeza Simbolo Valor Unidades
Velocidade da luz no vacuo c 299 792 458 m st
Constante de Planck h 6,6260693(11) x 10734 Js
h=h/2m h 1,054 57168(18) x 1034 Js
Carga elementar e 1,602 176 53(14) x 10~1° C
Permitividade do vacuo €0 8,854187817--- x 10~12 Fm!
Massa do electro Me 9,109 3826(16) x 10731 kg
Massa do protao mp 1,67262171(29) x 10~27 kg
Constante de Boltzmann k 1,3806505(24) x 1023 JK!
8,617343 x 1075 eV K1

Numero de Avogadro Na 6,022 1415(10) x 1023 mol !
Raio de Bohr, ag = % ao 0,5291772108 x 1010 m

/ leV 1,60217653 x 10~19 J

Notas: i) Os ntmeros entre parénteses correspondem & incerteza de um desvio padrao
nos ultimos algarismos. ii) Os valores aqui citados sdo os valores recomendados pela
CODATA 2002 (CODATA E o acrénimo de "Committee on Data for Science and Tech-
nology”). Os resultados da CODATA 2002 foram disponibilizados em Dezembro de 2003
e representam os melhores valores adoptados internacionalmente, baseados em dados dis-
poniveis até 31 de Dezembro de 2002, os quais podem ser consultados e actualizados no
website: http://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html
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B3 SERIES DE FOURIER E TRANSFORMADAS DE FOURIER

Se f(x) for uma fungao periodica, de perfodo L, isto &, f(x) = f(x + L) e se satisfizer as
seguintes condigoes:

— Em qualquer periodo f(x) é continua, excepto eventualmente para um ntamero finito
de descontinuidades.

— Em qualquer periodo f(z) tem um ntmero finito de méximos e minimos

Entao f(x) pode ser representada por uma série de Fourier:

+oo
; 2
flx) = Z cne®n®  com kn:% e n = inteiro (B3.0)
+L/2
1

=7 / e~ s f(2) da (B3.0)

—L/2
Ao conjunto {c,} chama-se espectro de Fourier.

E facil provar a expressao de c,, multiplicando (B3) por e~%»* ¢ integrando entre —L/2
e +L/2:

+L/2 +oo +L/2
[ erms@an= [ e [ et e = Ly,
—L/2 n=—oo —L/2

uma vez que o integral é igual a L, se n = p, e zero se n # p.

Transformadas de Fourier

Consideremos agora f(z) ndo necessariamente periodica. Seja fr(z) uma fungéo perio-
dica de periodo L igual a f(x) no intervalo [—L/2,+L/2]:

+oo

flx) = / cpethn®

+L/2
= / et f [(x) dx (B3.-1)
~L/2
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SERIES DE FOURIER E TRANSFORMADAS DE FOURIER

Quando L — oo, fr(z) = f(x). Se atender a que k,, = 27, posso fazer ky41 — k, = 2%
1 _ kng1—kn

et = .
L 2m

Substituindo em (B3):

+00 k k +L/2
fue) = [ BBl [ eeepg) g
n=-—00 —L/2

Quando L — o0, kpy1 — kn, — 0, 0 somatorio transforma-se em integral, fungao de k, e

fu(@) = f(z). Vem
+oo
fa) = o= [ gty ar
+o0
g(k) = \/% / e~ () da (B3.-2)
f(z) e g(k) sao transformadas de Fourier uma da outra.

Faz-se notar que k e x tém dimensoes inversas, isto é, se x tem dimensoes de espaco, k
tem dimensoes chamadas de espago reciproco.

Igualmente se poderiam escrever as seguintes fungdes, substituindo z por ¢ (tempo) e k
por w (frequéncia):

+oo
fit) = \/% / ei“’tg(w) dw

oo
1 —iwt
g(w) = v 4 e~ it £ (1) dt (B3.-3)
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B4 MUDANCA DE BASE E TRANSFORMACOES DE SEMELHANCA

Se x = (x1,%9,...z,) S0 as componentes de um vector numa base u, de componentes
(u1, ug,...u,), entdo as componentes y = (y1, Y2, ...yn) do mesmo vector numa nova base
v, de componentes (vy, va,...v,) obtém-se por

y=5"1x

em que S = [s;;] € a matriz de mudanga de base (matriz cujas colunas sdo as componentes
dos vectores da nova base em relagao a base original

n
v = E 55505 ou v=3_5Su
=1

De facto, podemos escrever

n n n n n n
E Tiu; = E Yjvi = E Yj E Sijli = E E SijYj | Wi
i=1 j=1 j=1 =1 1

i=1 \j=
donde se conclui que
x=2S8y y=5"1x (B4.0)

Vejamos como se pode mudar a base da matriz de um dado operador 7.

Sabemos que a aplicagao do operador 7" a um dado vector x o transforma num outro
vector a, tal que
a=Ax numa base u

(B4.0)
b= By numa base v
em que A e B sdo as matrizes de T, respectivamente em cada uma das bases. Conside-
rando as expressoes (?7) e (??), podemos escrever
b=By=BS 'x=8581ta=65"14x
donde se conclui que
BS'x=5"14x
ou
BSt=8714

que multiplicando a direita por S da

(B4.0)

Diz-se que as matrizes A e B sao semelhantes e a transformacao de A em B é uma
transformacao de semelhancga, sendo esse termo usado para referir uma similaridade
geométrica, ou uma matriz de transformagao que representa uma similaridade..
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SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES SI

B5 SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES SI

No sistema internacional de unidades (SI ou mks) sdo definidas 4 unidades fundamen-
tais: o metro, o quilograma massa, o sequndo e o ampere. Outras unidades basicas sao o
kelvin, o mole e a candela (para a intensidade luminosa). Todas as outras unidades sao
derivadas de acordo com a seguinte tabela:

Tabela B5.1: Unidades do sistema SI.

Grandeza Nome?! Simbolo  Definicao  Nas unidades
fundamentais
Forca newton N — kg m s~2
Energia joule J N m kg m? s—2
Pressao pascal Pa N m~—2 kg m—1! 572
Carga eléctrica coulomb C Jv-1 A s
Poténcia watt A% J st kg m? s—3
Potencial eléctrico volt \% W A1 kg m2 A—1 g3
Resisténcia eléctrica ohm Q vV AL kg m2 A—2 g3
Fluxo magnético weber ‘Wb Vs kg m2 A—1 g2
Campo magnético, H ampere por metro  A/m A m!
Indugdo magnética, B  tesla T Wb m~2 kg A=l g2
Indutancia henry H Wb A=1 kg m? A2 572
Capacitancia farad F c vt A2 s* kg=! m~2
Nota: Ha dois formalismos: num deles define-se B = H + 50% Neste formalismo

B e H tém as mesmas unidades, tesla = Wb m™2.

B = uo(H + M), sendo 1/ug = eoc?, e as unidades de H sdo A m~!, como se indica
na tabela. Comparando as duas definigoes vé-se que 1 T = (1/up) A m™! = goc? A
m-! =100 A -t

T 4w :

No outro formalismo define-se

10s nomes das unidades devem ser escritos em caracteres mintsculos, mesmo que as unidades sejam em
maiusculas.
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B6 EQUACOES DE MAXWELL

Equagoes de Maxwell no vacuo:

1) V.E=p/ep Lei de Gauss
2) VXE= 7%3 Lei da inducao de Faraday
3) V.B=0 Lei de Gauss para o magnetismo
4) Vx B = pug (J + 50%—?> Lei de Ampére

Equagoes de Maxwell num meio material magnético e/ou polarizavel:

1) VD=p Lei de Gauss
2) VxE= —%—]? Lei da inducao de Faraday
3)V.B=0 Lei de Gauss para o magnetismo
4)V><H:J—|—%—]t3 Lei de Ampére

Outras relagoes fundamentais:

D=cE+P (B4.1)

B = pio(H + M) | (B4.2)
E = Campo eléctrico Unidades: Vm™!
D = Deslocamento eléctrico Cm™2
B = Indugao magnética T
H = Campo magnético Am~!

P = Polarizacao

M = Magnetizacao

€9 = Permitividade do vacuo

o = Permeabilidade magnética do vacuo

1//.L0 = 6062
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EQUACOES DE MAXWELL

Susceptibilidade Magnética:

X=H (B4.3)
Das equagoes (B3.2) e (B3.3) pode deduzir-se
B = po(1+x)H

Onde se pode fazer 1, =1+ x e

Conversao de Equagoes entre o Sistema cgs (Gauss) e o Sistema mks (SI):

As equagdes podem ser convertidas do sistema cgs (Gauss) para o sistema mks (SI) ou
vice-versa, de acordo com a correspondéncia dada na Tabela seguinte:

Tabela B6.1: Correspondéncia entre os sistemas de unidades SI e MKS.

Grandeza mks (SI) cgs (Gauss)
Indugdo magnética B B/c
Campo magnético H +—H

Fluxo magnético dp dp/c
Magnetizacao M cM

Dipolo magnético Lm, Clm
Permitividade do vacuo €0 1/4m
Permeabilidade magnética do vacuo  pg 47 /c?
Deslocamento eléctrico D D/4rm
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APENDICE B

B7 REVIAO DE ELECTROSTATICA

A forga electrostatica entre duas cargas ¢q; e g2 a distAncia r uma da outra, no vacuo, é

dada pela lei de Coulomb:
q1 92

4dmeqr?

(BT.0)

sendo &g a permitividade do vicuo (g9 = 8.854x 1072 C2 J~1). O campo eléctrico E, num
dado ponto, é a for¢a (F = ¢E) exercida numa carga unitaria (¢ = 1C) colocada nesse
ponto. O campo num ponto a distdncia r de uma carga ¢ na origem das coordenadas é

qr

=1 B7.0
dmeqrs ( )

Esta equagao indica que o vector campo eléctrico devido a uma carga positiva tem a
direcgao e sentido do vector que une a carga com o ponto. O campo eléctrico é um vector
que se afasta da carga, (e cuja intensidade diminui & medida que se afasta da carga).

a) b) ©) d
E $2>¢y o1 *aq I E

- r e
r E=-V¢ @ ()

@~ — -

Figura B7.1: a) Campo eléctrico devido a uma carga positiva. b) O campo eléctrico
é o simétrico do gradiente de potencial; uma carga positiva desloca-se na direc¢ao do
campo eléctrico. ¢) O momento dipolar devido a duas cargas de médulo q de sinais
opostos, é o vector produto da carga pelo vector distancia entre cargas. Note-se que
0s quimicos usam uma notagdo em sentido oposto, colocando um sinal + na origem

do vector. d) O momento dipolar num campo eléctrico orienta-se na sua direc¢ao.

O campo eléctrico é o simétrico do gradiente do potencial eléctrico, ¢:
E=-V¢ (B7.0)

sendo as unidades: [E] = Vm ™l e [¢] = Veem que V=2 + a% + & & o operador
gradiente. O sinal menos significa que uma carga positiva colocada no campo eléctrico
ir4 mover-se de um potencial mais alto para um potencial mais baixo. A energia de uma
carga ¢ num potencial eléctrico ¢ é dada por

W=qé (B7.0)

sendo as unidades J=CV (joule = coulomb volt) Quando duas cargas da mesma mag-
nitude mas de sinais opostos estao & distadncia r uma da outra gera-se um momento
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REVIAO DE ELECTROSTATICA

dipolar p, que é o vector produto da carga ¢ pelo vector distancia entre cargas, r. No
sistema SI, o momento dipolar tem unidades []=C m. No entanto, os quimicos usam
frequentemente o debye, D, tal que 1 D=3.336 x 1072° C m (coulomb metro).

Na presenca de um campo eléctrico, E, o momento dipolar alinha-se na direc¢ao do
campo (ver figura).
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APENDICE B

B8 UNIDADES ATOMICAS

A TUPAC recomenda a apresentacao de resultados em termos das unidades atémicas

como se exemplifica a seguir:

Grandeza fisica Unidade atémica, X Valor de X
Comprimento aog Raio de Bohr (bohr) 5,2918 x 10711 m
Massa Me Massa do electrao 9,1095 x 10731 kg
Energia En Energia de Hartree (hartree) 4,3598 x 10718 J = 27,211504 eV
Momento angular i h/2m 1,0546 x 10734 J s
Carga eléctrica e Moédulo da carga do electrao  1,6022 x 1019 C
Tempo h/Ey 2,4189 x 1017 5
ko 477150

me =1
e=1
h=1
1 e .
ko = =1 (eo = permitividade do vacuo)
47‘(’80

e sao de particular vantagem nos célculos computacionais, pois evitam lidar com ntimeros

muito pequenos ou muito grandes (em termos de poténcias de 10)

Exemplo: equagao de Schrédinger para o -tomo de hidrogénio:

Em unidades SI: <7%V2 - ) v(x,y,z) = EY(z,y,2)

4mweor

Em unidades atomicas (—%VQ 1) Yv(x,y,z) = EY(z,y,2)

r
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