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Capitulo 1

Introducao a Teoria da Informacao

A teoria da informacao dedica-se ao estudo de medidas de informacdo e suas propriedades
e aplicagbes, nomeadamente em problemas de telecomunicacbes. Nao se pode afirmar que
existe a teoria da informacao, mas sim diversas teorias da informacgao, com fundamentacoes
conceptuais diversas [4]; as mais famosas sao a teoria da informagao de Shannon (TIS) e a teoria
da informagdao de Kolmogorov (TIK). A TIS, desenvolvida por Claude Shannon nos anos 40
[10], suporta-se numa perspectiva probabilistica, enquanto que a TIK adopta uma perspectiva
computacional [8]. Este texto foca exclusivamente a TIS, introduzindo os conceitos tedricos
bésicos e suas aplicagoes em problemas de compressao e codificagdo de dados.

Para além da sua clara importancia pratica em telecomunicacoes, a TIS tem influéncia
e aplicabilidade em varias dreas cientificas e tecnoldgicas: biologia (em particular, na bi-
ologia molecular [12], na neurobiologia [9], na biologia tedrica [2]); fisica (fisica estatistica,
fisica quantica e cosmologia [11]); quimica [5]; matemdtica (por exemplo, teoria das proba-
bilidades e estatistica [7], teoria ergédica, sistemas dindmicos, cdlculo combinatério, algebra,
optimizacao); economia (em particular, na andlise de estratégias de investimento e no estudo
de mercados bolsistas [4]). Este facto reforca a ideia de que um conhecimento bésico de teo-
ria da informacao deve fazer parte da formacao essencial de qualquer engenheiro cuja area de
especialidade contemple a manipulagao (isto é, aquisigdo, armazenamento, ou transmissao) de
informacao, nomeadamente as telecomunicagoes.

1.1 Fontes de Informacao sem Memoria

O modelo mais simples para uma fonte de informacao sem memoéria, numa perspectiva prob-
abilistica, é simplesmente uma varidvel aleatéria. Por auséncia de memoria, entende-se a pro-
priedade de que cada simbolo gerado nao depende dos simbolos anteriormente gerados. Neste
capitulo, apenas se consideram fontes de informagao discretas, isto é, que geram simbolos de um
alfabeto X = {z1,...,xn}. Este alfabeto é perfeitamente abstracto, podendo conter simbolos
ASCII (nesse caso, N = 256), digitos bindrios (com N = 2), ou quaisquer outros elementos
gerados de forma aleatdria. Formalmente, define-se a fonte como uma variavel aleatéria X que
toma valores em X. Dada a auséncia de memodria, cada simbolo é uma amostra desta variavel
aleatoria, gerada de modo independente das outras amostras.
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Uma fonte discreta sem memoéria é completamente caracterizada pelas probabilidades dos
respectivos simbolos, {P(X = z1) = p(z1),...,P(X = zn) = p(an)}; por vezes, utiliza-se
a notagao abreviada p; para representar p(x;). Dado que sdo probabilidades, estes niimeros
verificam duas propriedades fundamentais:

o Vi—y,..N, 0<p; <14

N
> pi=1
i=1

Finalmente, interessa recordar que, dada uma funcao real definida em X, isto é f: X — IR, o
seu valor esperado é dado por

N
E[f(X)] =Y (@) flz:) =D pif(xi). (1.1)
i—1

=1
1.2 Medida de Informacao: a Entropia

Coloca-se agora a questao de como medir o conteudo informativo de uma fonte discreta sem
memoria. Se bem que, de um ponto de vista conceptual, esta questao nao é simples, e tem
mesmo varias respostas possiveis, este texto aborda a resposta considerada padrao e que esta
na base da teoria da informacao de Shannon. A definicdo de contetdo informativo de uma
fonte, para a qual se toma como modelo uma varidvel aleatoria, deve depender, naturalmente,
das probabilidades dos respectivos simbolos. E consensual que, quanto maior for a incerteza
associada a uma fonte, maior é a quantidade de informagcao que é transmitida a um observador
por cada amostra gerada por essa fonte. Assim, a medida de informacao procurada pode ser
vista como uma uma medida de incerteza. Havendo certamente muitas formas de quantificar
incerteza, é necessario restringir a escolha impondo certas propriedades a funcdo em causa. A
primeira, e fundamental, é a de que esta medida, que se designara por H, apenas depende das
probabilidades dos simbolos da fonte, isto é,

H(X) = H(p1,--,PN)-

Por este motivo, é comum em textos de teoria da informagao misturar as duas notacgoes: em-
bora, estritamente, H seja uma fungdo de um conjunto de nimeros (as probabilidades dos
simbolos), por vezes escreve-se simplesmente H(X). Consideram-se agora as quatro condigoes,
consideradas naturais, que esta funcao deve verificar:

e Para uma fonte X que gera simbolos equiprovéveis, isto é, p1 = ps = ... = py = 1/N, ain-
certeza H(X) = H(1/N,...,1/N) deve, obviamente, ser uma fun¢ao monotdnica crescente
de N. Por outras palavras: “quanto mais simbolos equiprovaveis, maior a incerteza’.

e Para duas fontes X e Y, independentes, a incerteza associada ao par (X,Y), que se
escreve H(X,Y'), deve ser a soma das incertezas, isto é,

X e Y independentes = H(X,Y)=H(X)+ H(Y). (1.2)
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Note-se que o par (X,Y) pode ser visto simplesmente como uma varidvel aleatéria que
toma valores no produto cartesiano X’ x ), em que X’ e ) sdo os conjuntos (ou alfabetos)
nos quais as variaveis X e Y, respectivamente, tomam valores. Por exemplo, se X =
{1,2,3} e YV = {a,b}, tem-se X x Y = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}. Se as
variaveis X e Y forem independentes, vem p[(X,Y) = (1,a)] = p[X = 1] - p[Y = al,
p[(X,Y) = (1,b)] = p[X = 1] - p[Y = b], etc. Esta factorizacdo escreve-se geralmente
(numa notagao pouco correcta, mas muito comum) como p(z,y) = p(x)p(y) e constitui,
precisamente, a definicdo de independéncia.

e A terceira condi¢do é um pouco mais elaborada. Considere-se uma fonte com um alfabeto
X ={x1,..,xN}, com N > 3; agrupem-se os simbolos em dois grupos A e B; por exemplo,
A =A{xy,...,xq} € B ={xg41,...,xNn}. A probabilidade da fonte gerar um simbolo do
grupo A é, obviamente, ps = p1 + ... + pa; a probabilidade de se obter um simbolo do
grupo B é pp = pay1 + ... + pn. A terceira condicao a impor a fungao H é a seguinte:

H(pi,...,pn) = H(pa,pB) + paH (ﬂ, e &) +ppH (M, . ]ﬂ> . (1.3)
Y pA PB PB

Por palavras, o que esta condicao requer a medida de incerteza/informagao é que esta se
preserve quando se adopta um esquema hierarquico para comunicar qual dos simbolos foi
gerado pela fonte. A quantidade H(p4,pp) mede a incerteza associada & escolha entre o
grupo A e o grupo B. Note-se que as quantidades® p;/pa, ..., pa/pa 530 as probabilidades
dos simbolos z1, ..., z4, sob a condicao de se saber previamente que o simbolo gerado per-
tence ao grupo A; de modo similar, p,+1/pB, ..., PN /PB sao as probabilidades dos simbolos
ZTat1,---, TN, SOb a condicao de se saber previamente que o simbolo gerado pertence ao
grupo B. Assim, H(p1/pa,-..,Pa/PA) € a incerteza associada a geragao dos simbolos, sob
a condigao de que tém de ser simbolos do grupo A. A condicao (1.3) é equivalente a exigir
que os dois modos seguintes de gerar simbolos de uma fonte de alfabeto X = {z1,...,zx}
possuam o mesmo conteudo informativo (ou incerteza):

Modo 1: Gera-se simplesmente um simbolo, escolhido de acordo com as respectivas
probabilidades p1, ..., pN .

Modo 2: Neste modo, gera-se o simbolo em dois passos; no primeiro passo, escolhe-se
um dos grupos, A ou B, de acordo com as respectivas probabilidades p4 e pp; no
segundo passo, gera-se um dos simbolos do grupo escolhido no primeiro passo, de
acordo com as respectivas probabilidades condicionadas.

e Finalmente, a quarta condicdo é de natureza técnica e exige que a fungao H(py,...,pN)
seja continua nos seus argumentos.

1S&0 as probabilidades condicionadas p(zi|xs € A); pela lei de Bayes, sabe-se que estas sao dadas por

. p(x4) )
p(xi|xieA)—w_{ e meA

PA
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E possivel provar que a unica funcao que verifica estas quatro condicoes tem a forma

N
1
H(p1,....,pn) = —CY_ p(a;)log p(x;) = CE pzlog (1.4)
=1 =1 Z

em que C' é uma constante arbitraria (como tal, assume-se que C' = 1) e a base do logaritmo é
qualquer nimero real maior que 1 (por uma razao que adiante serd tornada clara). Note-se que,
como log, x = (log, x)/log, a, a adop¢ao de diferentes bases para os logaritmos é equivalente
¢ escolha de diferentes valores para a constante C'. A demonstracao de que esta funcao é a
unica que verifica as quatro condigdes enumeradas estd para além do dmbito deste texto (ver,
por exemplo, [1], para a demonstracdo completa). No entanto, é ficil verificar que H, como
definido em (1.4), verifica as condigoes apresentadas.

e Dada uma fonte X que gera simbolos equiprovaveis, isto é, p; = p2 = ... = py = 1/N,
obtém-se
Y11
H(X)=H(1/N,..,1/N)=—=>» —log— =logN 1.5
(X) = BN, YN) = = 3 g = log (15)

que é, como exigido, uma funcao monotonicamente crescente de N. Note-se que os
logaritmos de base menor que 1 sdo funcoes decrescentes, pelo que sé podem usar-se
(como indicado acima) logaritmos de base maior que 1.

e Sejam X e Y duas varidveis aleatérias independentes, tomando valores, respectivamente,
em X = {z1,...,2n} € Y = {y1,...,ym}. Dada a independéncia, tem-se que Vycx, ycy,
p(z,y) = p(x) - p(y). Recordando que o par (X,Y) ndo é mais do que uma varidvel
aleatéria que toma valores em X x ), tem-se

H(X,Y) =

=
!
—~
8
—

)p(1), p(x1)p(y2), -, P(*N)P(YN))

p(x:)p(yy) log [p(w:)p(y;)]

M=

\gERE
M= T

p(xi)p(y;) [log p(a;) + log p(y;)]

i=17=1
/—/1‘\ r—}‘\
N M N N
= = plz)logp(x:) Y ply;) — > ply;)logply;) Y plx:)
i=1 j=1 j=1 =1
H(X) H(Y)
— H(X) + H(Y), (1.6)

como exigido pela segunda condicao.

e Na verificacao da terceira condicdo, e para manter a notacao simples, considere-se o caso
particular de um alfabeto com quatro simbolos. Seja X = {1,2,3,4} e considerem-se os
sub-conjuntos A = {1,2} e B = {3,4}; assim, p4 = p1 + p2 e pp = p3 + p4. Escrevendo
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o termo da direita da igualdade em (1.3), para este alfabeto X’ e esta escolha dos sub-
conjuntos A e B, e usando a defini¢do da funcao H em (1.4),

b1 b Pa+1 PN
H(pa,pB) + pa H(—, —“) +pB H(i —)
DA pA PB DB

b1 D2 p3 P4
= H(p1 +p2,p3+ps)+ (p1 +Dp2 H( , )+ p3 + D4 H(
( )+ ) p1+p2 p1+p2 ( )

= —(p1+ p2)log(p1 + p2) — (p3 + pa) log(ps + p4)

p1 b1 D2 D2
—(p1 + p2 ( log + log )
( ) P1 + D2 pP1+p2  p1+p2 Dp1+ D2

b3 ps3 P4 2
~(psFp1) (pg + P4 log D3 + P4 * P3 + D4 log D3 +p4)
= —(p1 +p2)log(p1 + p2) — (p3 + pa) log(ps + pa)
; <p1 log plilpz P2 log p1pjp2 a <p3 log p31fp4 +palog psTm)
= —(p1 +p2)log(p1 + p2) — (p3 + ps)log(ps + ps)
+(p1 + p2)log(pr + p2) + (p3 + pa) log(ps + pa)
—p1logp1 — p2log p2 — p3log ps — p3log ps

p3 +pa’ p3+ pa

)

= H(p1,p2,p3,p4), (1.7)

verificando-se assim a terceira condigao.

¢ Finalmente, dado que o logaritmo é uma funcao continua no seu dominio, H é uma fungao
continua dos seus argumentos.

Apés verificar que, de facto, a funcdo H definida em (1.4) verifica as quatro condigoes
impostas, importa acrescentar que, por analogia com uma quantidade formalmente idéntica
que surge na fisica estatistica, H é habitualmente designada como entropia. Esta funcao
desempenha, como se verd mais adiante, um papel central em toda a teoria da informacao.
A unidade na qual se expressa a entropia depende da base escolhida para os logaritmos; as
escolhas tipicas sdo o logaritmo de base 2, vindo a entropia expressa em bits/simbolo, e o
logaritmo de base e (ou logaritmo natural, escrito log, ou simplesmente In), vindo neste caso
a entropia expressa em nats/simbolo. Um valor de entropia expresso em nats/simbolo pode
converter-se para bits/simbolo simplesmente multiplicando-o por log, e (ou, equivalentemente,
dividindo-o por In2). Como a entropia depende apenas das probabilidades dos simbolos, e
nao dos simbolos, os elementos do alfabeto sdo, do ponto de vista da teoria da informacao,
totalmente irrelevantes; apenas as suas probabilidades interessam.

1.3 Propriedades Elementares da Entropia e Quantidades Rela-
cionadas

Apresentam-se, de seguida, algumas das propriedades fundamentais da entropia; introduzem-se
outras quantidades fundamentais da teoria da informagao (entropia conjunta, entropia condi-
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cional, informagao mitua) e apresentam-se algumas das suas propriedades. Dada a sua natureza
elementar, apresentar-se-ao todas as demonstragoes.

1.3.1 Limites Superior e Inferior para a Entropia

A primeira propriedade fundamental da entropia é a sua positividade: para qualquer variavel
aleatdria (fonte) a entropia é nao negativa, isto é, H(X) > 0. A demonstracao desta propriedade
¢é elementar; comeca por notar-se que a entropia pode ser escrita como o valor esperado de uma
funcao da varidvel aleatoria X,

N

H(X)=H(p1,....pn) = Y _ p(z;) log ——

dado que, para qualquer simbolo x, se verifica p(z) < 1, isso implica que — log p(z) > 0. O valor
esperado de uma func¢ado nao negativa é, obviamente, nao negativo. Pode também apresentar-se
uma demonstracao directa com base na seguinte cadeia de desigualdades:

N <1
H(X) = H(p1,...,pn) Z—Z\PL log i
=l 5y <o

~—_——
<0

>0

No tratamento dos simbolos com probabilidade nula (p; = 0), coloca-se a questao acerca de
que valor atribuir a 0log 0. Dado que a funcao logaritmo nao esta definida em zero, considera-se
a extensao por continuidade, usando o limite lim, .o plog p. Embora seja uma indeterminagao
do tipo 0 x (—00), é possivel levantar esta indeterminacao e verificar que lim, o plogp = 0.
Assim, convenciona-se que sempre que surgir um termo 0log 0, este deve ser entendido como
lim,_.o plog p e, como tal, toma o valor zero. Deste modo, os simbolos com probabilidade zero
nao contribuem para a entropia, tudo se passando como se ndo existissem no alfabeto.

Em que condicbes pode a entropia ser zero? Se se observar que cada parcela da soma que
define a entropia, —p;log p;, é uma quantidade nao negativa, conclui-se que a entropia apenas
pode ser nula se todas estas parcelas forem zero. Cada uma destas parcelas apenas é zero se a
correspondente probabilidade p; for igual a 0 ou 1. Dado que a soma de todas as probabilidades
¢é igual a 1, apenas uma das probabilidades pode ser igual a 1, concluindo-se que a entropia é
nula se um dos simbolos tiver probabilidade 1 e todos os outros probabilidade 0. Este conclusao
estd de acordo com a interpretagao da entropia como medida de incerteza pois, se um simbolo
possui probabilidade 1 de ocorrer, a incerteza € claramente inexistente.

A segunda propriedade fundamental da entropia afirma que, para uma fonte X com um
alfabeto de N simbolos, H(X) < log N. A demonstragao desta propriedade serd apresentada
mais tarde, dado que se baseia na desigualdade da informagao, a qual serd enunciada e demon-
strada adiante. No entanto, pode desde ja verificar-se que esta propriedade estda também de
acordo com a interpretagao da entropia como medida de incerteza: a incerteza (imprevisibil-
idade) maxima atinge-se na situagdo em que todos os simbolos sdo equiprovéveis; recorde-se
que se mostrou em (1.5) que, ao caso p; = 1/N, para i = 1, ..., N, corresponde H = log N.



1.3. PROPRIEDADES ELEMENTARES DA ENTROPIA E QUANTIDADES RELACIONADAS11

Considere-se uma fonte bindria, ou seja, cujo alfabeto possui apenas dois simbolos, por
simplicidade designados simplesmente como 1 e 0. Designando-se como p a probabilidade do
sfmbolo 1, tem-se imediatamente que a probabilidade do simbolo 0 é igual a 1 — p. A entropia
da fonte bindria é entdao dada por

H(X)=H(p,1—-p)=—plogp— (1—p)log(l—p),

que se representa graficamente na figura 1.1, como funcao do valor de p.

0.8

0.6

(bits/simbolo)

H
[=)
IS

0.2r-

0 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

p

Figura 1.1: Entropia de uma fonte bindria sem memdria em fungdo da probabilidade de um
dos simbolos.

1.3.2 Entropia Conjunta

A entropia conjunta de um par de varidveis aleatdrias foi j& implicitamente usada em (1.2) para
o caso de duas variaveis independentes. Para introduzir formalmente o conceito de entropia
conjunta, considere-se um par de varidveis aleatorias X e Y, tomando valores nos alfabetos
X ={x1,..,an} e Y = {y1,...,ym}. Este par de varidveis aleatérias é caracterizado pelas
probabilidades conjuntas {p(x,y), € X, y € Y}. Obviamente, verifica-se que 0 < p(z,y) < 1,
para qualquer par (z,y) € X x ), bem como

> play) =1

zeX yey

A entropia conjunta de X e Y, designada H(X,Y) nao é mais do que a entropia da varidvel
aleatdria constituida pelo par (X,Y); isto é,

HX,Y) ==Y pz,y)logp(z,y). (1.8)

zeX yey
Sendo uma entropia, H(X,Y") verifica as duas desigualdades acima enunciadas: 0 < H(X,Y) <
log(MN) = log N + log M. Recorde-se que, dado que X e Y podem tomar N e M valores
diferentes, respectivamente, o par (X,Y’) pode tomar NM valores diferentes (que é o cardinal
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do produto cartesiano X x ). Como demonstrado em (1.2), se X e Y forem varidveis aleatérias
independentes (isto é, se p(z,y) = p(z)p(y), para qualquer par (x,y)), a entropia conjunta é
igual & soma das entropias: H(X,Y) = H(X)+ H(Y).

A definicdo de entropia conjunta pode extender-se a um conjunto arbitrario de varidveis
aleatérias. Considere-se um conjunto de L varidveis aleatorias Xy, ..., X, tomando valores nos
conjuntos (ou alfabetos) A&7, ..., Xr. Este conjunto de varidveis aleatérias é caracterizado pelas
probabilidades conjuntas {p(x1,...,xr), x1 € X1,...,xp € Xr}. A entropia conjunta define-se,
naturalmente, como

H(Xy,..,.X1)=— Z Z Z p(x1, 29, ..., xr) log p(z1, T2, ..., xL). (1.9)

T1EX], x2EX2 T €X],

Obviamente, as desigualdades acima apresentadas mantém-se validas,
0< H(Xy, X5...,X1) <log(|X1] - |As| -~ |XL]) Zlog E4)

onde |X| designa o cardinal do conjunto X.

1.3.3 Entropia Condicional e Lei de Bayes para Entropias

A entropia de uma varidvel aleatéria X, condicionada pela presenga (ou conhecimento) de uma
outra varidvel Y, mede a incerteza de X quando Y é conhecida. Se se condicionar a um valor
especifico Y = y, as probabilidades condicionais {p(z|y), x € X} podem ser usadas na defini¢ao
original de entropia pois verificam 0 < p(z|y) < 1e

> p(zly) =1,

zeX

qualquer que seja y € ). Surge assim a entropia/incerteza de X, condicionada a que Y = y,
dada por

H(X|Y =y) =~ p(zly)log p(z[y).
zeX
Para medir a entropia/incerteza de X, na presenca de Y, quando esta toma todos os seus
possiveis valores com as respectivas probabilidades? p(y), é necessario tomar o valor esperado
de H(X|Y = y); surge assim a definigao de entropia condicional:

HX|Y) = > ply) HX|Y =y) (1.10)
yey
= = > py) Y plzly)logp(z|y)
yey reX
= = > > pla.y)logp(zly), (111)
yey zeX

2Recorde-se que os valores de p(y) podem ser obtidos das probabilidades conjuntas por marginalizacao:

p(y) =D cap(T,y).
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onde se usou o facto de que, de acordo com a lei de Bayes, p(z|y)p(y) = p(z,y).

Na teoria das probabilidades, a lei de Bayes estabelece a relacao entre probabilidades con-
juntas, condicionais e marginais. Esta lei reflecte-se na teoria da informacao dando origem a
chamada lei de Bayes para entropias:

H(X,Y) = H(X|Y) + H(Y). (1.12)

A demonstracao desta igualdade é simples:

HXY)+HY) = =Y p,y)logp(zly) — > p(y)logp(y (1.13)

yeYy ek yey

= —ZZpa:legpl"y ZZpa:ylogp y)  (1.14)
yey zeX yeY rxeX

= =) > plz,y)logp(zly) +logp(y)]
yey zeX

= =2 > plx,y)logp(z|y)p(y)] (1.15)
yey rzeX

= > > pla.y)logp(z,y) (1.16)
yeY zeX

= H(X,Y).

Para passar da expressao (1.13) para (1.14) usou-se a definigdo de probabilidade marginal,
p(y) = > ,cxp(x,y); para passar de (1.15) para (1.16), invocou-se a lei de Bayes, ou seja
p(z|y)p(y) = p(z,y). Dado que se pode repetir a demonstragao, trocando os papeis de X e Y,
pode escrever-se também

H(X,Y) = HX|Y) + HY) = HY|X) + H(X). (1.17)

Calcule-se agora a entropia condicional para duas variaveis aleatorias, X e Y, independentes.
Neste caso, ja se sabe que H(X,Y) = H(X) + H(Y); assim,

H(X|Y)=H(X,Y)—HY)=H(X)+H(Y) - HY) = HX), (1.18)

ou seja, se X e Y forem independentes, as entropias condicional e nao condicional sdo iguais.
Esta conclusao é bastante natural pois, se as varidveis sao independentes, o conhecimento de
uma nao altera a incerteza acerca da outra. Naturalmente, do mesmo modo, pode-se escrever
que, se X e Y forem independentes, H(Y|X) = H(Y).

No extremo oposto estao os pares de varidveis nos quais uma é uma funcéo deterministica
da outra, ou seja, para as quais se pode escrever X = f(Y), em que f :)Y — & é uma fungao
arbitraria (deterministica). Neste caso, pode afirmar-se que, para qualquer y € ), se verifica
que

H(X]Y =y) =0,

pois o valor x = f(y) apresenta probabilidade condicionada igual a um, enquanto todos os
outros valores possuem probabilidade condicionada nula. Inserindo esta igualdade na definicao
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de entropia condicional (1.10) surge H(X|Y) = 0. Esta conclusao é bastante natural: se X for
uma fungdo deterministica de Y, o conhecimento de Y retira toda a incerteza a X.

E importante notar que H(X|Y) = 0 nao implica que H(Y|X) = 0. Considera-se, de
seguida, um exemplo ilustrativo.

Exemplo 1.1 Seja Y wuma varidvel aleatoria que toma wvalores em Y = {a,b,c} e X uma
varidvel aleatéria com valores em X = {1,2} e que € uma fungao deterministica de'Y definida
do sequinte modo: f(a) =1, f(b) =1, f(c) = 2. Claramente, H(X|Y = a) =0, H(X|Y =
b) =0, H(X|Y =¢) =0, pelo que H(X|Y) = 0. No entanto, H(Y|X = 1) # 0, pois o facto de
se saber que X =1 ndo chega para se saber o valor de'Y (pode ser a oub). Assim, neste caso,
embora H(X|Y) = 0, verifica-se que H(Y|X) # 0.

A lei de Bayes para entropias é bastante util na obtencdo e manipulacdo de entropias
condicionais. Por exemplo, dadas trés variaveis aleatérias X7, X9 e X3, podem definir-se todas
as possiveis entropias condicionais simplesmente a custa de entropias marginais e conjuntas;
por exemplo,

H(X1|X2,X3) = H(X1,X2,X3)— H(X2,X3)
H(Xl,ngXg) = H(Xl,XQ,Xg)—H(XQ).

Este tipo de igualdades pode também ser usado para decompor entropias conjuntas em
somas de entropias condicionais; por exemplo,

H(X1, X2, X3) = H(X1|Xa, X3) + H(Xa, X3)
= H(X1|X2, X3) + H(X2|X3) + H(X3).
(1.19)

E claro que os mesmos factos podem ser invocados para obter uma decomposicio por ordem
inversa: H (X1, X9, X3) = H(X3|X2, X1) + H(X2|X1) + H(X1). Este tipo de igualdades pode
extender-se em cadeia, dando origem as chamadas regras de cadeia (“chain rules”). Considere-
se um conjunto de L varidveis aleatérias X7, ..., X1, tomando valores nos conjuntos (ou alfa-
betos) X1, ..., Xr. Recorrendo a lei de Bayes para entropias, pode escrever-se:

H(Xy,..X1) = H(Xp|Xp-1,..,X1) +H(Xr1|X1-9,., X1) + ... + H(X2|X1) + H(X;)
L

= H(X1)+ )Y H(Xi|Xi—1,...,X1). (1.20)
=2

1.3.4 Informacao Mitua

A igualdade expressa em (1.17), H(X|Y)+ H(Y) = H(Y|X) + H(X), sugere que se considere
uma outra quantidade obtida por permutagao das parcelas H(X|Y) e H(Y|X) para os membros
opostos da igualdade. Dai, surge a igualdade

HY)-HY|X)=H(X) - HX|Y)=I(X;Y) (1.21)
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a qual define uma quantidade & qual (por motivos que adiante se tornarao claros) se da o
nome de informag¢ao mitua e que se escreve I(X;Y). A partir desta definicao de I(X;Y') pode
facilmente chegar-se a uma expressao directa a partir das probabilidades:

I(X;Y) = H(X)- HX|Y)
= = p@)logp(x)+ > > plx,y)logp(ely) (1.22)

TEX zEX yeY
= =YY plzy)logp(x)+ > > plx,y)logp(zly) (1.23)

zeX yey reX yey
= 3 pla,y) log plzly) — log p(x)]

zeX yey

= o [1oe 2E1Y)
N ggy%,p( ) [l & @) (1.24)
= X o) M
B g{g}p( ) [l gp(x)p(y)] (1.25)

Na passagem de (1.22) para (1.23) usou-se de novo a igualdade p(x) = 3°, ¢y p(z,y); para obter
(1.25) a partir de (1.24), invocou-se a lei de Bayes sob a forma p(x|y) = p(x,y)/p(y).

Usando a lei de Bayes para entropias H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y) pode calcular-se a
informagdo mutua sem usar explicitamente entropias condicionais:

I(X;Y)=H(X)- HX|Y)=H(X)+H(Y) - HX,Y).

Esta igualdade sugere que a informagao mutua pode ser vista como uma medida de dependéncia
entre varidveis aleatdrias, pois quanto “mais independentes” forem X e Y, menor serd a
diferenca entre H(X) + H(Y) e H(X,Y). Esta afirmagdo serd confirmada mais adiante e
apresentada mais formalmente.

Uma das propriedades bésicas da informacdo mutua pode obter-se directamente da igual-
dade I(X;Y) = H(X)+H(Y)—H(X]Y). Se as variaveis aleatérias X e Y forem independentes,
tem-se H(X,Y) = H(X)+ H(Y) e, como tal,

I(X;Y)=H(X)+HY)-H(X,Y)=0;

ou seja, a informacao mutua entre varidveis aleatorias independentes é nula. Esta observacao
reforca a sugestao de que a informagao mutua pode ser vista como uma medida de dependéncia
entre variaveis aleatorias.

Considere-se agora o caso em que uma variavel é uma funcao deterministica da outra, ou
seja, pode escrever-se X = f(Y), em que f:)Y — X é uma fungdo deterministica. Neste caso,
como mostrado acima, H(X|Y) = 0 e a informacao muitua fica I[(X;Y) = H(X) - H(X|Y) =
H(X). Ou seja, neste caso a informagdo mitua é igual & entropia da varidvel cuja entropia
condicional é nula.

Finalmente refira-se que a informagdo mutua, por ser igual a uma diferenca entre en-
tropias, se expressa nas mesmas unidades que essas entropias; por exemplo, em bits/simbolo
ou nats/simbolo.
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1.4 Desigualdade da Informacao

Uma dos resultados centrais da teoria da informagao é a desigualdade da informacdo, a qual
estabelece a nao negatividade da informacao mitua. Esta desigualdade, a qual conduz a alguns
importantes coroldrios, suporta-se na interpretacao da informacao mitua como uma divergéncia
de Kullbak-Leibler, que de seguida se introduz formalmente.

Considere-se um alfabeto X = {x1,...,xx} e duas funcoes de probabilidade® definidas sobre
este alfabeto: p1 : X — R e ps: X — IR. A divergéncia de Kullbak-Leibler (DKL) entre p; e
p2 € uma medida de dissemelhanga entre p; e p2 que se define como

Dxr(p1llp2) = ;{pl@) log i;g

(1.26)

A divergéncia de Kullback-Leibler é claramente nao simétrica, em geral D(p1||p2) # D(p2||p1),
pelo que ndo pode ser considerada uma distancia entre fungoes de probabilidade. A propriedade
fundamental da DKL é expressa pela desigualdade da informagao:

Desigualdade da informacgao: Para qualquer par de fungoes de probabilidade p; e po definidas
sobre o mesmo alfabeto X', verifica-se

Dy (p1llp2) = 0,
com igualdade se e s6 se pi(z) = pa2(x), para todos os x € X.

Demonstragao: A demonstracido desta desigualdade suporta-se, de modo simples, no facto
de a funcao logaritmo ser concava. Recorde-se que uma funcao real de variavel real é
dita concava se possuir a seguinte propriedade: sejam a e b dois pontos no dominio de f;
entdo, para qualquer A € [0, 1], tem-se f((1 —AN)a + A\b) > (1 — ) f(a) + Af(b). Quando
a desigualdade se verifica estritamente, diz-se que a funcgao é estritamente concava. Uma
funcao duas vezes diferencidvel (isto é, que possui segunda derivada em toda a parte) é
concava se e so se a sua segunda derivada for negativa; é imediato verificar que a funcao
logaritmo natural verifica esta propriedade:

d?log x _ 1 <0
d2x x2
Uma funcao concava, duas vezes diferencidvel, é menor ou igual a qualquer das suas
tangentes; este facto pode facilmente demonstrar-se considerando o desenvolvimento em
série de Taylor da funcao f em torno de um ponto xg:

2
o = faw) e =) G|+ gl CEE) < o)+ ) G0
o e—_—— T o
>0 ——
<0 tangente a f em xo
<0

3Note-se que uma distribuicdo de probabilidades definida sobre um alfabeto/conjunto pode ser vista como
uma fungao real p : X — IR verificando duas restricoes: Vzex, 0 <p(zx) <1le Zz p(z) =1.
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em que z1 ¢ um ponto entre xg e z. Concretizando esta desigualdade para a funcao
logaritmo natural, com xy = 1, tem-se

In(z) <z -1, (1.27)
com igualdade se e s6 se x = 1, como ilustrado na figura 1.2.

2

15 In(x) P

Figura 1.2: A funcao logaritmo natural é menor do que a sua tangente em x = 1, a funcao
z—1.

Armados com a desigualdade anterior, pode agora passar-se & demonstracdo da de-
sigualdade da informacao. Considere-se que os logaritmos usados sao numa qualquer
base ¢ > 1. Seja A o conjunto dos simbolos para os quais p; € estritamente positiva:
A ={x: pi(z) > 0}. Para demonstrar que Dkr,(p1][p2) > 0, demonstra-se a desigual-
dade equivalente —Dxkr,(p1]|p2) < 0:

B 1 . npl(iﬂ)
Dxr(pillp2) = lnc;pl( )1 (@)
Ly enP®
= lnc;(pl( )1 1(2) (1.28)
I EPE
= e SnEm (1.29)
1 pa2(x)
< e 2w (2 -1) (1.30)
= ﬁZPz(az)—ﬁ Y pi(z) < 0. (1.31)
€A €A
SN—— SN——

A igualdade entre (1.28) e (1.29) justifica-se pelo facto de que os termos com pi(x) = 0
tém uma contribui¢do nula para o somatério. A passagem de (1.29) para (1.30) usa a
desigualdade (1.27).
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Finalmente, para demonstrar que Dkr,(p1]|p2) = 0 se e s6 se p1(x) = pa(z), para todos os
x € X, observem-se as desigualdades contidas nas expressoes (1.30)-(1.31):

o A desigualdade ), c 4 p2(z) < 1, invocada em (1.31), verifica-se com igualdade se e
sé se {x: pa(z) >0} = A= {x: pi(x) > 0}, isto é, se os elementos para os quais
po é estritamente positiva sdo 0os mesmos para os quais py € estritamente positiva.

e As desigualdades
g P2(@) < p2(z)
pi(z) = pi(z)

para todos os x € A, sao igualdades se e sé se pa(z)/p1(x) = 1, para todos os = € A.

A conjuncao destas duas condigoes implica que Dk, (p1||p2) = 0 se e s6 se p1(z) = pa(x),
para todos os x € X.

Finalmente, resta mostrar que a informacao mutua é, de facto, uma divergéncia de Kullback-
Leibler. A observacao da expressao (1.25) mostra que, de facto,

I(X;Y) = Dxi(pilp2) = . > pi(a,y logplg ;
zeX yey

em que pi(x,y) = p(z,y) e pa(z,y) = p(z)p(y). Ou seja, a informacdo mutua entre duas
variaveis aleatdrias € igual a divergéncia de Kullback-Leibler entre a sua funcao de probabilidade
conjunta e uma outra funcao de probabilidade, sob a qual as varidveis aleatdrias sao vistas como
independentes. Esta conclusao reforca a interpretacao da informacao mutua como uma medida
de dependéncia entre variaveis aleatérias. Por este facto, a desigualdade da informacao pode
também escrever-se como

I(X;Y) =20,

com igualdade se e s6 se X e Y forem independentes (pois nesse caso pi(x,y) = p(z,y) =
p2(z,y) = p(x)p(y))-

1.5 Corolarios da Desigualdade da Informacgao

Apresentam-se agora alguns coroldrios imediatos da desigualdade da informagao:

e A desigualdade H(X) < log N (enunciada sem demonstracao na subseccao 1.3.1) obtém-
se do seguinte modo. Considere-se pa(z) = 1/N, para todos os z € X = {x1,...,zn}.
Entao,

0 > —Dku(pllp2)

= z)lo 1/—N
= > )lgp(:C)

TEX
= =Y plx)logp(x) — Y p(x)log N
zeX reX

= H(X)-logN.
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e O segundo coroldrio é H(X|Y) < H(X), com igualdade se e s6 se X e Y forem inde-
pendentes. A demonstragao é trivial, recordando a definicdo de informacao mutua em
(1.21):

0<I(X:Y)=H(X)-HX|Y).

Esta desigualdade afirma que a incerteza de uma variavel aleatéria X nao pode aumentar
pela presenca de uma segunda variavel aleatdria Y; pode apenas manter-se inalterada ou
diminuir.

e Finalmente, o terceiro coroldrio afirma que a entropia conjunta atinge o seu valor maximo
na situacao de independéncia. Partindo da regra de cadeia (1.20) e invocando o corolario
anterior, segundo o qual H(X;|X;_1,...,X1) < H(X;),

L

H(Xy,.,Xp) = H(X1)+)Y H(X|Xi1,..,X1)
=2

< Y H(X)), (1.32)
=1

com igualdade se e s se as variaveis aleatérias X1,...,X, forem independentes.

1.6 A Desigualdade do Processamento de Dados

Considerem-se trés varidveis aleatérias X, Y e Z, com valores em X, ) e Z, respectivamente.
Diz-se que estas trés varidveis formam uma “cadeia de Markov” se e s6 se verificarem

p(Z=2X =Y =y)=p(Z =2|Y =y), Viex,yey, zcz.

Esta igualdade afirma que Z apenas depende X através de Y, usando-se por vezes a notacao
X — Y — Z. Uma condicao equivalente é que quando Y é observada, as varidaveis X e Z
sao independentes; isto pode demonstrar-se simplesmente invocando a lei de Bayes (usando a
notagao abreviada p(z) = p(X = z)):

p(x,y,2) _ pzlz,y)plzy)  pzly) p(ly)p(y)

p(z,zly) = o) o) = @) = p(2|y) p(xly),

desde que p(y) > 0, para todos os y € Y. A igualdade p(x, z|y) = p(z|y) p(z|y) estabelece que
X e Z sao condicionalmente independentes, na presenca de Y.

Obviamente, dadas duas varidveis aleatérias X e Y, se uma terceira varidvel aleatoria Z
for uma funcao deterministica de uma delas, Z = f(Y), verifica-se que X — Y — Z.

A chamada “desigualdade do processamento de dados” (DPD) afirma: se X — YV —
Z, entao I(X;Y) > I(X;Z). Isto é, se Z apenas depende de X através de Y, entdo, Z
possui menos informacao acerca de X do que Y. Por outras palavras, qualquer que seja o
“processamento” que se aplique a Y, sendo o resultado Z, o resultado deste processamento nao
pode ter mais informagao acerca de X do que o préprio Y. A importante licdo é: “nenhum
tipo de processamento aplicado a um conjunto de dados pode aumentar o contetido informativo
desse conjunto de dados”.
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A demonstracdo da DPD é simples e resulta da desigualdade da informacao que foi enun-
ciada e demonstrada na seccao 1.4. Considerem-se as informacao mitua I(X;Y,Z) entre a
variavel X e o par de varidveis (Y, Z); informacao mitua é dada, por defini¢ao, por

I(X;Y,Z) = H(Y,Z)—-H(Y,Z|X) (1.33)
= HY|Z)+H(Z)-[H(Y|Z,X)+ H(Z|X)] (1.34)
= HY|Z)-H(Y|Z,X)+H(Z)— H(Z|X); (1.35)

I(X;Y|2) I(X;27)

a igualdade entre (1.33) e (1.34) resulta da lei de Bayes para entropias H(Y,Z) = H(Y|Z) +
H(Z), a qual, naturalmente, também é valida para entropias condicionais, H(Y,Z|X) =
HY|Z,X)+ H(Z|X). A quantidade I(X;Y|Z) = H(Y|Z) — H(Y|Z,X) designa-se, nat-
uralmente, como informacdo mutua condicional e tem uma definicdo idéntica & informagao
mutua nao condicional, mas envolvendo entropias condicionais. Dado que é possivel repetir a
sequéncia (1.33) - (1.35) trocando Y com Z, pode escrever-se

I(X;Y,2)=1(X; Z) + I(X;Y|Z) = I(X;Y) + I(X; Z|Y). (1.36)

Uma vez que, condicionadas a Y, as varidveis X e Z sao independentes, tem-se I(X; Z|Y") = 0;
por outro lado, por ser uma informacao mitua, I(X;Y|Z) > 0. Introduzindo estes dois factos
em (1.36) resulta imediatamente que I(X;Z) < I(X;Y'), como se pretendia demonstrar.



Capitulo 2

Codificacao de Fontes Discretas Sem
Memoria

Um dos papeis fundamentais das grandezas e propriedades estudadas no Capitulo 1 consiste no
estabelecimento de limites tedricos para a codificacao de informacao. Neste capitulo, estudam-
se esses limites bem como técnicas concretas que os aproximam (e, sob certas circunstancias,
os atingem).

2.1 Caddigos

2.1.1 Definicoes e Notacao

A formalizacao do conceito de codigo é necessaria ao seu estudo a luz da teoria da informacao.
Informalmente, um cédigo é uma forma de representar os simbolos de uma dada fonte; para o
efeito, atribui-se a cada simbolo gerado pela fonte uma sequéncia de simbolos do alfabeto sobre
o qual estd definido o cédigo. Formalmente, considere-se uma fonte sem memoria, discreta, que
gera simbolos de um alfabeto X = {z1,...,xxy}. Um codificador, ou simplesmente um cddigo,
definido sobre o alfabeto D, é uma funcao

C:X — D",

onde D* denota o conjunto de todas as sequéncias finitas de simbolos de D. Recorde-se que
DF representa a k-ésima a poténcia cartesiana do conjunto D, isto é, o conjunto de todas
as sequéncias de k elementos de D. No caso bindrio, D = {0,1}, com k = 3, tem-se D3 =
{000, 001,010,011, 100,101,110,111}. A notacao D* representa o conjunto (infinito) de todas
as sequéncias finitas de elementos de D. Por exemplo, no caso bindrio, D = {0, 1},

D* ={o0,1,00,01,10,11, 000,001, ..., 111, 0000, 0001, 0010, ... }.
Assim, um cédigo atribui a cada simbolo do alfabeto da fonte, X', uma sequéncia finita de

simbolos de D.

21
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Exemplo 2.1 Considere-se o alfabeto de fonte X = {a,b,c,d,e} e o alfabeto de cédigo D =
{0,1,2}; um exemplo de cédigo para X, definido sobre D €

Cla) =0, C(b)=10, C(c)=22, C(d) =2, C(e)=210. (2.1)

Sem qualquer perda de generalidade (dado que os simbolos do alfabeto do cddigo sao to-
talmente arbitrdrios e abstractos), considera-se-4 sempre que D = {0, 1,..., D — 1}. Um cddigo
definido sobre um alfabeto com D simbolos diz-se um cédigo D-ario. Na quase totalidade dos
casos, estudam-se codigos binérios, isto é, toma-se D = {0, 1}, embora todos os resultados ap-
resentados neste capitulo se possam generalizar sem dificuldade para o caso de cédigos D-arios,
com qualquer D > 2.

Denota-se como [(x), para € X', o comprimento (em nimero de simbolos de D) de C(z).
Isto é, pode ver-se [ : X — IN = {1,2,...} como uma fungao que atribui um nidmero natural a
cada simbolo do alfabeto da fonte. Considerando que a fonte é caracterizada por uma funcao
de probabilidade p(x), o valor esperado do comprimento do cédigo C, designado como L(C), é
dado por

L(C) = BU(X)] = 3 pla) U(x), (2.2)
reX
vulgarmente designado como comprimento médio. A unidade na qual se exprime o comprimento
médio é, naturalmente, “simbolos de D por simbolo de X”. No caso bindrio, com D = {0, 1},
os comprimentos médios exprimem-se em bits/simbolo, tal como as entropias de base 2.

Exemplo 2.2 Para o cddigo definido no Exemplo 2.1, vem

O comprimento médio correspondente, assumindo que as probabilidades dos simbolos sao {p(a) =
0.4, p(b) = 0.2, p(c) = 0.15, p(d) = 0.15, p(e) = 0.1}, €

04x14+02x240.15%x2+0.15x140.1x3=1.55,

que se exprime em unidades “simbolos de D por simbolo de X 7.

2.1.2 Cdbdigos Nao Singulares

Apresentam-se de seguida varias condices a impor aos cdédigos por forma a serem utilizaveis.
A primeira, e mais fraca, condicdo a impor a um codigo é que este seja “nao singular”; isto é,
que a fungao C' : X — D* seja injectiva:

(z1 # 22) = (C(1) # C(22)), (2.3)

onde x1 e w9 sao dois simbolos arbitrarios de X. Esta condicao garante que se se enviar uma
palavra de codigo para um receptor, este pode descodificd-la sem ambiguidade, isto é, pode
saber qual o simbolo da fonte que foi codificado. O cédigo definido no Exemplo 2.1 é claramente
nao singular.
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2.1.3 Cddigos Univocamente Descodificaveis

A condicao de nao singularidade, se bem que razoavel, é em geral insuficiente se se pretender
usar o cédigo para enviar, nao um uUnico simbolo, mas uma sequéncia de simbolos. Ilustre-se
esta afirmagdo com o exemplo seguinte.

Exemplo 2.3 Considere-se X = {a,b,c,d}, D ={0,1}, e o cddigo bindrio C' definido por
C(a)=0, C(b)=1, C(c)=01, C(d)=10, (2.4)

o qual € claramente nao singular. Ao receber-se, por exemplo, a sequéncia 0110, nao € possivel
determinar se a sequéncia de simbolos de fonte codificada foi cd, abba, abd, ou cab.

Para se evitar este tipo de ambiguidade, deve exigir-se ao cédigo que seja “univocamente
descodificavel”; esta condicao é formalizada no paragrafo seguinte.

Seja x1, ..., r, uma sequéncia de n simbolos de X'. Considere-se um codigo C': X — D. A
extensao de ordem n do cédigo C, denotada C", é uma funcdo de X™ para D* definida pela
simples concatenacao das palavras de C, isto é,

C™(x1,...,xpn) = C(x1) C(22) C(21).

Exemplo 2.4 A extensdo de ordem 2 do codigo C definido no Exemplo 2.8 €

C?*(aa) = C(a)C(a) = 00
C?(ab) C(a)C(b) = 01
C?(ac) C(a)C(c) = 001
C?(ad) C(a)C(d) = 010
C?(ba) C(b)C(a) = 10
C?(bb) C(b)C(b) = 11
C%(bc) = C(b)C(c) = 101
C%(bd) = C(b)C(d) = 110
C?*(ca) = C(c)C(a) = 010
C?(ch) C(c)C(b) = 011
C?(cc) C(c)C(c) = 0101
C?(cd) C(c)C(d) = 0110
C?(da) C(d)C(a) = 100
C?(db) C(d)C(b) = 101
C?(dc) C(d)C(c) = 1001
C*(dd) = C(d)C(d) = 1010

O cddigo denotado C*, a que se chama simplesmente extensao (sem ordem) do cédigo C, é
obtido do mesmo modo mas considerando todos as sequéncias de X de qualquer comprimento.
Um cddigo C é dito univocamente descodificdvel se a sua extensao C* for nao singular.
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Exemplo 2.5 A extensdo C* do codigo C definido em 2.3 é

C*(a) = C(a) =0

C*(b) c) =1

C*(c) C(c) =01

C*(d) C(d) = 10

C*(aa) C(a)C(a) = 00
C*(ab) = C(a)C(b) = 01
C*(de) = C(d)C(c) = 1001
C*(dd) C(d)C(d) = 1010
C*(aaa) C(a)C(a)C(a) = 000
C*(aab) = C(a)C(a)C(b) = 001

(2.5)

Assim, o cdodigo C nao é univocamente descodificavel pois C*(c) = 01 e C*(ab) = 01, pelo que
C* € singular (corresponde a uma fung¢ao nao injectiva).

A verificacao formal da condicao de descodificabilidade univoca de um cédigo pode ser feitq
através do teste de Sardinas-Patterson; dado que, como se verificard mais adiante, a propriedade
de descodificabilidade univoca nao é suficiente para tornar um codigo 1til, nao se incluird um
descricao desse teste neste texto.

2.1.4 Cobdigos Instantaneos

Embora a propriedade de descodificabilidade univoca seja claramente desejavel, pode ser,
na pratica, insuficiente: para descodificar um simbolo, pode ser necessario observar muitos
simbolos seguintes, o que dé ao processo de descodificacao uma grande demora.

Exemplo 2.6 Considere-se o cddigo univocamente descodificavel C' : {a,b,c,d} — {0,1}*,
definido por C(a) = 01, C(b) = 11, C(¢) = 00, C(d) = 110. Se um receptor receber, por
exemplo, a sequéncia
1100...0..0 11,
NI

n Zeros

a sua descodificacdo € simples:

n )
2c’s
dcc...c..cb <= nimpar.
— =

n—1 n’
= ¢S
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Observe-se que, para descodificar o primeiro simbolo, pode ser mecessdrio observar wm nimero
arbitrariamente grande de palavras de cddigo subsequentes, introduzindo um grande atraso no
processo de comumnicacdo. Por este motivo, este codigo € dito nao instantaneo; nem sempre
€ possivel identificar uma palavra de cddigo de forma instantanea. E fdcil constatar que este
facto se deve a que uma das palavras do cédigo, C(b) = 11, € prefizo de uma outra palavra de
codigo, C(d) = 110.

E evidente que, se nenhuma palavra de cédigo for prefixo de outra, as palavras sao descodi-
ficadas instantaneamente; os cédigos com esta propriedade sao ditos instantaneos, ou de prefixo
(prefiz codes).

2.2 Desigualdade de Kraft-McMillan

O objectivo de desenho de um cédigo é, naturalmente, obter o menor comprimento médio
possivel. Como é 6bvio, nao é possivel reduzir arbitrariamente o comprimento de todas as
palavras, mantendo o cédigo instantaneo; por exemplo, num cédigo binario, para um alfabeto
de fonte com mais de dois simbolos, se 0 for uma palavra de cédigo, nao pode existir mais
nenhuma palavra com apenas um bit, pois todas as restantes palavras tém de comecar por
1 (para que 0 nao seja prefixo de nenhuma delas). Este facto é expresso formalmente pela
teorema de Kraft-McMillan, mais conhecido como desigualdade de Kraft-McMillan (DKM).

DKM: Seja C : X — D um cddigo, com um alfabeto de cédigo D com D simbolos. Se C é
instantaneo, os comprimentos das suas palavras verificam

S D@ <. (2.6)
zeX

Reciprocamente, dado um conjunto de numeros [, ..., [y que verifique

N
Y D«
=1

existe um codigo D-ario instantaneo para um alfabeto com N simbolos, cujos compri-
mentos Sa0 esses NUMEros.

Demonstragao 1: Seja ljnax um nimero maior ou igual ao comprimento maximo das palavras
do cédigo, isto é,
lmax > max{l(z), v € X'}.

Para uma dada palavra C(x), de comprimento /(x), o nimero de palavras de comprimento
Imax que possuem C(z) como prefixo é

pUmax—1(z))
Para dois simbolos diferentes x1 e x9, dado que o cédigo é instantaneo, os conjuntos das

palavras de comprimento ljax que possuem C(z1) e C(x3) como prefixos sao disjuntos.
Como o niimero total de palavras de comprimento lmax ¢ D'Max tem-se que

Z Dlmax—I(=)) < plmax, (2.7)
TEX
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dividindo ambos os termos por D'max  obtém-se (2.6).

A implicagao reciproca resulta do facto de ser possivel associar, a cada cédigo de prefixo,
uma arvore D-adica cujas folhas sdo as palavras de cédigo. Dado que o cédigo é de
prefixo, existe um e um sé caminho da raiz da arvore até cada uma das folhas. Para
esclarecer esta afirmacao, apresenta-se na figura 2.1 a arvore correspondente ao cédigo
instantaneo definido por C'(a) = 0, C(b) = 10, C(c) = 110, C(d) = 111. A descodificagao
de uma palavra de cédigo corresponde a um trajecto da raiz até uma das folhas, no qual
cada simbolo de cédigo indica que ramo seguir a partir de cada né interior da arvore.

110=C(c) 111 =C(d)

Figura 2.1: Arvore binéria associada ao cédigo instantaneo definido por C(a) = 0, C/(b) = 10,
C(c) = 110, C(d) = 111.

A demonstracao acima apresentada da DKM suporta-se na existéncia de um limite supe-
rior para o comprimento das palavras de cédigo, que foi designado como Imax. Em certas
circunstancias, pode ser necessario desenhar cédigos instantaneos para fontes com alfabetos in-
finitos, X = {x1,x9,...., Ty, ...}; por exemplo, é por vezes necessario usar c6digos instantaneos
para numeros inteiros arbitrariamente grandes. Em tais casos, nao é possivel estabelecer a
priori um limite superior lyax para o comprimento das palavras de cédigo, pelo que a demon-
stracdo apresentada no pardgrafo anterior nao se pode aplicar. Existe uma demonstracao
alternativa da DKM, sem recurso a lmax €, como tal, aplicavel a alfabetos infinitos, que de
seguida se apresenta.

Demonstracao 2: Considere-se um cédigo instantaneo para uma fonte com alfabeto X', nao
necessariamente finito. Designem-se os elementos do alfabeto de D, sem perda de gen-
eralidade, como D = {0,1,...,D — 1}, ou seja, os numeros inteiros de 0 a D — 1. Cada
palavra de cédigo C(z) é um elemento de D*, isto é, uma sequéncia constituida por [(x)
elementos de D. Explicitamente, escreva-se

C(z) = di(x) da(z) ... dy(z) (2),

em que d; € D. A cada uma destas sequéncias pode fazer-se corresponder um nimero a(z)
no intervalo [0, 1[, cuja expansdo D—éria é dada pelos simbolos d;(z), parai =1, ...,1(x),
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isto é,
U(z) '
a(r) = 0.d1(x) d2(z) ... dyp) () = Z di(x) D",
i=1

Claramente, verifica-se que, por construgao, a(x) € [0, 1], para todos os z € X'. Considere-
se agora, para cada z, o intervalo (fechado & esquerda e aberto a direita)

I(z) = {a(x), a(z) + D_l(x)[,

o qual contem todos os nimeros cuja expansao D-aria tem como prefixo a expansao

D-éria de a(x), ou seja, 0.dy(x) d2(z) ... dyz) ().

Os dois exemplos seguintes ajudarao a tornar mais clara esta construcao.

Exemplo 2.7 No caso de um cddigo 10-ario (ou decimal), tem-se D = 10 e D =
{0,1,...,9}; considere-se que a palavra de cédigo C(xy,), para um dado simbolo z, € X,
¢ C(x,) = 2738; assim, a(x,) = 0.2738 (na habitual escrita em base 10) e I(x,) =
[0.2738, 0.2739[, o qual é o intervalo de todos os nimeros reais cuja escrita decimal
comega por 0.2738; por exemplo 0.273845 € [0.2738, 0.2739].

Exemplo 2.8 No caso de um cddigo bindrio, com D =2 e D = {0,1}, suponha-se que
um dado simbolo x,, € X tem o cédigo C(x,,) = 100101; neste caso, a(z,,) = 0.100101
(em base 2, ou seja, traduzindo para base 10, o(xy,) = 1/2 4+ 1/16 + 1/64 = 0.5781).
O correspondente intervalo é I(x,,) = [0.100101, 0.10011[ (pois, em base 2, 0.100101 +
0.000001 = 0.10011), o qual contém todos os mimeros cuja escrita em base 2 comega por
0.100101; por exemplo 0.100101101 € [0.100101, 0.10011].

As trés observactes fundamentais que permitem concluir a demonstracdo sdo: compri-
mento de cada intervalo I(z), designado |I(x)| é D~!®); dado que o cédigo é instantaneo,
nenhuma palavra é prefixo de outra, pelo que todos os intervalos I(z) sao disjuntos; todos

os intervalos I(x) estao contidos no intervalo [0, 1[, cujo comprimento [0, 1[| = 1. Assim,
L=1[0, 1 = | I(2)| = X (@) = > D@,
rzeX reX zeX

pois o comprimento da uniao de intervalos disjuntos é igual & soma dos comprimentos
dos intervalos.

2.3 Cobdigos Ideais e Codigos ()ptimos

Como referido acima, o objectivo de desenho de um cédigo é, naturalmente, obter o menor
comprimento médio possivel, sob a constricao de que o cédigo obtido seja instantaneo. A
desigualdade de Kraft-McMillan, que acabou de ser apresentada e demonstrada, permite impor
formalmente a restricao de que os cédigos considerados possuam comprimentos compativeis com
a propriedade de descodificabilidade instantanea. Formalmente, o desenho de um cédigo 6ptimo
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apresenta-se como um problema de optimizacao com restricoes. Para uma fonte de alfabeto
X, cujos simbolos sdo emitidos com probabilidades {p(x), = € X}, o cédigo ideal (em breve
justificar-se-4 o uso do termo ideal, em vez de dptimo) possui comprimentos {I*(z), x € X'}
dados por

minimizar Z I(x) p(x)
{lI*(z), = € X} = solucao de eed (2.8)
sob a restricao Z D@
TEX

Embora este problema se possa facilmente atacar usando a técnica dos multiplicadores de
Lagrange (ver, por exemplo, [4]), pode usar-se uma abordagem indirecta baseada na desigual-
dade da informacao e formalizada na seguinte desigualdade.

Desigualdade Fundamental da Codificagao de Fonte: Seja uma uma fonte X, de alfa-
beto X, cujos simbolos sdo emitidos com probabilidades {p(x), x € X'}. Qualquer c6digo
cujos comprimentos verifiquem a desigualdade de Kraft-McMillan, ao ser usado para cod-
ificar essa fonte, apresenta um comprimento médio maior ou igual a entropia da fonte,

isto é,
(Z D) < 1) N < =3 p@)i() > HD(X)> (2.9)
TEX zeX
com igualdade se e s6 se I(x) = — logp p(z), para todos os x € X, e onde Hp(X) denota

simplesmente a entropia calculada usando logaritmos de base D.

Demonstragao: Considere-se D = 2, por simplicidade; a demonstracao é trivialmente modifi-
cada para qualquer valor de D > 1. Escreva-se L(C)— H(X), que se pretende demonstrar
ser maior ou igual que zero,

L(C)—H(X) =) p@)l(z)+ > p(x)logp(z (2.10)
reX reX
Note-se que se pode escrever [(z) = — log, 2-1®): introduzindo esta igualdade acima, vem
LIC)—H(X) = =3 p(x)log2™"™ + > p(z)log p(x)
reX rzeX
_ p(x)
= Z p(x)log ==
9—l(z)
zeX

Multiplicando e dividindo o argumento de cada logaritmo por A =3 /cy 21"

L) - H(X) = 3 p(x)log Ap(fﬁ)

zeX

= Zp( log l(z) Zp ) log A. (2.11)

zeX A reX
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Definindo-se ¢(z) = 274*) /A tem-se que q( ) > 0, para todos os © € X', bem como

> alw) =5 D2

TEX xeX
pelo que pode interpretar-se o primeiro somatério em (2.11) como uma divergéncia de
Kullback-Leibler. Assim,

) =1

p(x
L(C) - Zp log—)—logAZp >0,
rzeX <0 zeX
:DKL(p”q)ZO >0

onde log A < 0 porque, pela desigualdades de Kraft-McMillan, A < 1.

Para se ter igualdade ¢ necessario log A = 0, isto 6 A = > .y 271*) = 1, 0 que corre-
sponde a um c6digo que verifica a DKM com igualdade, e ainda Dk (pllg) = 0, ou seja
(usando o facto que A = 1),

p(z) = q(z) = =271 & i(z) = —logp(x), (2.12)
para todos os x € X.

A desigualdade que acabou de ser demonstrada fornece a solucao para o problema enunciado
m (2.8). O menor valor possivel para Y., .y p(x)l(z), sob a condi¢do que os [(x) verifiquem
a DKM é dado precisamente por (2.12). Estes comprimentos serao designados ditos ideais e

denotados como 1

I*(z) = —logp(z) = log o)

Por construgao, verificam a DKM, e conduzem a um valor esperado igual & entropia (como

(2.13)

se verificou na demonstracao anterior). O motivo pelo qual se designam estes comprimentos
como ideais, e nao 6ptimos, é o seguinte: os valores [*(x) podem nao ser (em geral ndo sao)
numeros inteiros, pelo que nao é possivel construir palavras de cédigo com esses comprimentos.
Ignorando, por momentos, esta restrigdo, deve observar-se que a interpretacao de (2.13) é
simples: aos simbolos mais provaveis atribuem-se palavras mais curtas e aos simbolos menos
provaveis correspondem palavras de cédigo mais longas. Apenas é possivel construir um codigo
instantaneo com comprimentos dados por [*(z) se estes forem inteiros; isto sucede se e s6 se
todas as probabilidades p(z) forem poténcias de 2 (ou de D, no caso dum alfabeto de cédigo
D-4rio), necessariamente de expoente negativo, pois p(z) < 1. Uma funcao de probabilidade
em que todos os valores sao poténcias de 2 diz-se diddica (ou D-&dica, no caso geral).

Para obter comprimentos inteiros é necessario impor essa restricao adicional no problema
de optimizacao que conduz aos comprimentos do cédigo optimo:

minimizar Z l(x) p(x)
TEX

{I°""(z), z € X} = solucdo de { SO as restriges Z D@ (2.14)
zeX

I(z) € Ny = {0,1,2,...}, Vacx.
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A introducgao da restricao adicional confere a este problema um caricter combinatério, deixando,
como tal, de poder ser resolvido com ferramentas de andlise de funcoes reais de varidveis reais
(recorde-se que, subjacentes a desigualdade da informagao, estao propriedades de convexidade
da funcao logaritmo). A um cddigo instantaneo cujas palavras apresentam os comprimentos
6ptimos chama-se cédigo 6ptimo e denota-se como C°Pt,

2.4 Limites para os Cddigos ()ptimos

Antes de introduzir a solugao de (2.14) (o que serd feito na secgao 2.7), apresentam-se alguns
resultados que se podem obter sem usar explicitamente essa solugao.

Uma possibilidade para obter comprimentos inteiros a partir dos valores {*(x) é considerar
os menores inteiros nao inferiores a [*(x); esta é precisamente a defini¢ao da funcao ceiling (ou
“tecto”):

[2] = menor inteiro nao inferior a z.

Assim, definem-se os chamados comprimentos de Shannon, dados por

P(z) = [I"(2)] = [~ logp(z)] -

E facil verificar que estes comprimentos verificam a DKM (os logaritmos que surgem séo na

base D),
5 DO 2 Y D < S ) = 3 piay =1
reX zeEX TEX vex

pois, para qualquer nimero real z, tem-se [z] > z e, como tal, D121 < D= Assim, é possivel
construir um codigo instantaneo, designado C*, com estes comprimentos.

Embora nao seja necessariamente optimo, este codigo nao se afasta muito do limite inferior
dado pela entropia da fonte. De facto,

L(C%) = > p(@)[—logp(z)]

reX
< Z p(z) (—logp(x) + 1)
reX
= = p(x)logpx)+ > p(x)
reX reX
_ HX)+1, (2.15)

devido & desigualdade [z] < z + 1, valida para qualquer real z.
Finalmente, pode estabelecer-se os limites inferior e superior para o comprimento médio do
cédigo éptimo.

Limites Para o Cédigo Optimo: O valor esperado do comprimento de um c6digo instantaneo
Optimo verifica:
H(X) < L(CP") < H(X) +1. (2.16)



2.5. EXTENSOES DE FONTE 31

Demonstracao: A desigualdade da esquerda ¢ uma simples consequéncia de C°P! ser in-
stantaneo, logo verificar a DKM e, consequentemente, possuir um valor esperado do
comprimento ndo inferior & entropia da fonte. A segunda desigualdade é um simples
corolério de (2.15): de facto, se C°P' ¢ éptimo, o seu comprimento esperado nao pode
exceder o de C* (ou ndo seria 6ptimo) donde L(C°P') < L(C®) < H(X) + 1.

Em conclusao, quer o cédigo de Shannon C?, quer o cédigo éptimo C°PY, tém um valor
esperado de comprimento que se situa menos de 1 bit/simbolo acima da entropia da fonte. Este
excesso pode ser desprezavel no caso de fontes de entropia elevada (definidas sobre alfabetos
grandes), mas pode ser relativamente grave no caso de fontes de baixa entropia (por exemplo,
com alfabetos pequenos). Esta observagao é relevante pois é facil demonstrar que existem fontes
cuja valor esperado do comprimento dos cédigos éptimos estao arbitrariamente proximos de
H(X)+1.

Exemplo 2.9 Considere-se uma fonte com um alfabeto de apenas dois simbolos, X = {a,b}.
Ezistem apenas dois cddigos bindrios para esta fonte: codigo Ci, definido por Ci(a) = 0 e
C1(b) = 1; cédigo Cs, definido por Co(a) =1 e Co(b) = 0. Dado que ambos tém valor esperado
do comprimento igual a 1, tem-se L(C°PY) = 1. Como a entropia de uma fonte com dois
simbolos pode ser arbitrariamente proxima de zero (ver Figura 1.1), pode ter-se H(X) + 1
arbitrariamente prézimo de L(C°PY).

2.5 Extensoes de Fonte

O limite superior para o valor esperado do comprimento de um cédigo éptimo, apresentado na
seccao anterior, sugere que a codificacao 6ptima pode ser pouco eficaz para fontes de muito
baixa entropia. A forma de contornar esta dificuldade em codificar fontes de entropia muito
baixa (por exemplo, com alfabetos muito pequenos) consiste em codificar os simbolos, nao
individualmente, mas sim em grupos. Esta ideia formaliza-se usando o conceito de extensdo
da fonte. Considere-se uma fonte X, sem memoéria, emitindo simbolos de um alfabeto X, com
fungao de probabilidade p(z); a extensdo de ordem n dessa fonte, designada X, obtém-se
agrupando os simbolos gerados pela fonte em grupos de n, ou seja X(,) = (X1,...,Xp), onde
todos os X; sao independentes (a fonte nao possui memdria) e identicamente distribuidos de
acordo com p(x). Note-se que agrupar n amostras de uma fonte sem memdria é equivalente
a considerar n cépias independentes da fonte original. A nova fonte X(,) gera simbolos no
alfabeto estendido X™ (n-ésima poténcia cartesiana de X).

Um cédigo 6ptimo para este fonte estendida, designado CSP', apresenta comprimento médio

L(CoPY) = Z Z P21, ey ) 1P (1, ooy ),

r1€EX TneX

onde p(z1,...,o,) é a probabilidade da sequéncia de simbolos (21, ...,2,) e (%% (z1,...,2,) é O
comprimento da palavra de cédigo éptimo para a sequéncia de simbolos (z1,...,z,). Como
qualquer outro cédigo éptimo, COP? verifica (2.16), ou seja

H(X(,)) < LICPY) < H(X () + 1, (2.17)
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onde H(X(,) = H(Xj,...,X,) é a entropia da fonte extendida. Pelo facto da fonte original
nao possuir memoria, e de todos os X; possuirem a mesma funcao de probabilidade, verifica-se

que
H(X(n) = H(X1, ... Xo) = Y H(X;) = nH(X),
=1
e, assim,
nH(X) < L(CP) <nH(X)+1. (2.18)

Note-se, no entanto, que L(CSP") é o valor esperado do comprimento do cédigo, por simbolo
da fonte estendida. Dado que cada simbolo da fonte estendida é constituido por n simbolos
da fonte original, o comprimento médio do cédigo estendido, por simbolo da fonte original,
designado como L, (CSP), é dado por L,(CP') = (1/n)L(C°P'). Assim, dividindo todos os
termos de (2.18) por n, obtém-se

H(X) < Lo(Co) < H(X) + % (2.19)

0 que mostra que, usando extensoes de fonte, podem obter-se cédigos cujo valor esperado do
comprimento médio por simbolo se aproxima arbitrariamente do valor da entropia da fonte.

Exemplo 2.10 Para uma fonte com um alfabeto de apenas dois simbolos, X = {a,b}, tem-se
(como foi visto na seccdo anterior) que L(C°PY) = 1, independentemente do valor da entropia
da fonte. Assuma-se que p(a) = 15/16 e p(b) = 1/16, o que corresponde a um valor da
entropia H(X) = 0.3373 bits/simbolo. Obviamente, verifica-se H(X) = 0.3373 <1 < H(X) +
1 = 1.3373 (todas as quantidades em bits/simbolo). Nesta caso, o cddigo optimo estd a (1 —
0.3373) = 0.6627 bits/simbolo da entropia. Considere-se agora a extensao de sequnda ordem,
cujo alfabeto é X? = {(a,a), (a,b),(b,a),(b,b)}, e cujas probabilidades sdo, respectivamente,
{(15/16)2,15/162,15/162,1/16%} ~ {0.8798,0.0586,0.0586,0.0039}. Um cddigo instantineo
optimo para esta fonte estendida pode ser obtido por simples inspeccao das probabilidades:
CPPYa,a) = 0, C2PYa,b) = 10, C2PY(b,a) = 110, C2P'(b,b) = 111. O comprimento médio deste
codigo €

L(C’zopt) =1x0.8798 4+ 2 x 0.0586 + 3 x 0.0586 + 3 x 0.0039 ~ 1.1836 bits/simbolo,

medido em bits por simbolo da fonte estendida, isto €, por cada par de simbolos da fonte original.
Calculando o nimero de bits usados em média por cada simbolo da fonte original, obtém-se

Lo(C5PY) = ~ (0.5918 bits/simbolo,

1.1
g = 1150

N =

medido em bits por simbolo da fonte original. Note-se que este valor verifica H(X) = 0.3373 <
0.5918 < H(X) 4+ 1/2 = 0.8373. Com a extensdo, consequiu-se passar a diferenca para a en-
tropia de (1—0.3373) = 0.6627 bits/simbolo para apenas (0.5918—0.3373) = 0.2545 bits/simbolo.
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2.6 Codificagao com Modelo Errado

Nesta secgao, estuda-se o impacto sobre o valor esperado do comprimento de codificacao do uso
de uma funcao de probabilidade errada. Considere-se uma fonte de alfabeto X cuja funcao de
probabilidade é p(x). Desenha-se um cédigo C' com comprimentos de Shannon baseados numa
funcao de probabilidade ¢(z), nao necessariamente igual a p(z), ou seja l(x) = [—logq(zx)].
Usando o facto de que, para qualquer nimero a, tem-se [a] > a, pode concluir-se que

Ly(C) = Y p(x) [logg(z)]

ex
> w;{ p(z) log q(lx)

- St e s

= xez;(( log(—ng;( ) log (133)

= H(p) + Dxu(plla), (2.20)

onde L, (C') denota o valor esperado do comprimento do cédigo C, sob a func¢ao de probabilidade
p. Usando a outra desigualdade para a fungao “ceiling”, isto é, [a] < a + 1, obtém-se

Ly(C) = > px)[-logq(x)]

zeX
1

< J;(p(x) <log 7@ + 1)
_ 2 (1o0g P(®)
= 20 (ros 2 + )
= Zp(x log—xg—l— p(x log +Zp

zeX TEX TEX
= H(p)+ Dxr(pllg) +1 (2.21)

Resumindo (2.20) e (2.21) numa sé expressao, obtém-se
H(p) + Dxr(plle) < Lp(C) < H(p) + Dxr(pllg) +1

Em concluséo, o facto de se usar uma func¢ao de probabilidade errada no desenho de um cédigo
com comprimentos de Shannon conduz a um custo adicional, em termos de valor esperado do
comprimento, de Dxr,(pl|q)-

2.7 Codificacao de Huffman

Nest seccao apresenta-se a solucao do problema de optimizacao conducente aos comprimentos
do cédigo 6ptimo. Dado que se trata de um problema combinatério, pelo facto de se estar
sob a condigao de que os comprimentos devem ser nimeros inteiros, nao é possivel aplicar as
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habituais ferramentas do célculo (derivadas, multiplicadores de Lagrange, etc.) para deduzir
uma solugao. E, no entanto, possivel apresentar uma solucao e demonstrar que é 6ptima.

2.7.1 Algoritmo de Huffman

O algoritmo apresentado em seguida foi proposto por Huffman em 1952 [6], para resolver o
problema da codificagdo 6ptima de uma fonte sem memdria, isto é, para resolver (2.14). Por
agora, considerar-se-ao apenas cédigos bindrios, isto é, com D = {0, 1}; mais adiante serao
indicadas as diferencas para o caso de alfabetos de cédigo de dimensao D arbitraria.

Considera-se uma fonte X emitindo simbolos de um alfabeto X = {x1, ...,y }, com proba-
bilidades {p1,...,pn}. O algoritmo de Huffman pode ser dividido em duas partes.

Parte A: Repetem-se os seguintes passos:

Passo A.1: Ordenam-se os simbolos por ordem decrescente de probabilidade.

Passo A.2: Agrupam-se os dois simbolos menos provaveis num “super-simbolo” cuja
probabilidade é a soma das probabilidades dos dois simbolos agrupados (o alfabeto
resultante possui um simbolo a menos).

Passo A.3: Se o alfabeto resultante possui dois ou mais simbolos, volta-se ao Passo A.1;
caso contrario, estd concluida a parte A.

Parte B: A Parte A do algoritmo produziu uma arvore binaria na qual as folhas (nés sem
descendentes) correspondem aos simbolos da fonte. Basta agora percorrer a arvore da
raiz atd cada uma das folhas, atribuindo (de forma arbitraria) os simbolos “0” e “1” a
cada par de ramos com origem em cada né interno (nao folha) da arvore.

No caso de existirem, em algum ponto do algoritmo, dois ou mais simbolos (ou “super-
simbolos”) com o mesmo valor de probabilidade a ordenagao destes simbolos é arbitréria, sem
que isso tenha qualquer impacto no comprimento médio do cédigo resultante.

Apresenta-se de seguida um exemplo. Considere-se o alfabeto X = {a, b, ¢, d}, com prob-
abilidades, respectivamente, {0.1, 0.25, 0.2, 0.45}. O primeiro passo consiste em ordenar o
alfabeto por ordem decrescente de probabilidades; o resultado desta ordenagao é {d, b, ¢, a},
com probabilidades ordenadas {0.45, 0.25, 0.2, 0.1}. No passo A.1 agrupam-se os dois simbolos
menos provaveis, ¢ e a, num “super-simbolo” (a,c) com probabilidade p(a)+p(c) =0.140.2 =
0.3. Este passo estd ilustrado na figura 2.2 (a); nesta figura, junto a cada né da érvore bindria
que vai sendo construida estd indicado qual o conjunto de simbolos que lhe corresponde e qual
a correspondente probabilidade total. O alfabeto resultante é {d, b, (a,c)}, com probabilidades
{0.45, 0.25, 0.3}, no qual os simbolos a e ¢ do alfabeto original foram substituidos pelo “super-
simbolo” (a,c). Dado que este alfabeto possui dois ou mais (neste caso trés) simbolos, volta-se
ao passo A.l. Reordenando o alfabeto obtém-se {d, (a,c), b}, com probabilidades ordenadas
{0.45, 0.3, 0.25}. Procede-se agora ao passo A.2, no qual se agrupam os simbolos de menor
probabilidade: (a,c) e b, num novo “super-simbolo” ((a,c),b). Este passo estd ilustrado na
figura 2.2 (b). O alfabeto resultante é {d, ((a,c),b)}, com probabilidades {0.45, 0.55}. Reorde-
nando e agrupando, obtém-se finalmente um alfabeto com apenas um simbolo {((a,c),b,d)},
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naturalmente com probabilidade 1. A drvore final que se obtém esta representada na figura 2.2
(c); nesta &rvore, a raiz corresponde ao “super-simbolo” final ((a,c), b, d).

Na parte B do algoritmo, toma-se a arvore produzida na parte A e etiquetam-se os ramos
que emanam de cada bifurcacao, nos caminhos que vao da raiz até as folhas, com o simbolo
“1” para um dos ramos e o simbolo “0” para o outro. Para se obter a palavra de cédigo para
cada simbolo, basta registar as etiquetas binarias dos ramos percorridos no caminho da raiz
até esse simbolo. Este procedimento estd representado na figura 2.3.

((((a,0),b),d), 1)

(((a,e),b), 0.55) (((a,c),b), 0.55)

(d, 0.45)

((a,c), 0.3) ((a,c), 0.3) ((a,c), 0.3)

(b, 0.25) (b, 0.25)

(c,0.2) (a, 0.1) (c, 0.2) (a, 0.1) (c,0.2) (a,0.1)

Figura 2.2: Sequéncia de arvores binarias produzidas pela parte A do algoritmo de Huffman,
para o exemplo apresentado no texto.

011=C(c) 010=C(a)

Figura 2.3: Arvore bindria, com etiquetas nos ramos e correspondentes palavras de cédigo.

2.7.2 Escrita Recursiva do Algoritmo de Huffman

E possivel escrever o algoritmo de Huffman de forma recursiva. Para tal, é necessario comegar
por constatar que, de facto, o algoritmo é intrinsecamente recursivo: apés proceder & criagao do
“super-simbolo”, por agregacao dos dois simbolos menos provaveis, o algoritmo obtém o cédigo
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function C = huff (p)
N = length(p)

if N=2
c(1) = "o";
c(2 = "1";
else

[psorted , indices] = sort(p);

% the two smallest probabilities in p are

% psorted(1) and psorted(2) or, equivalently,

% p(indeces(1)) and p(indeces(2)).

% Their locations are indeces(1l) and indeces(2).

% Now, we need to find which of these two positions
% is the leftmost, that is, appears first in p.
first = min(indeces(1),indeces(2));

second = max(indeces(1),indeces(2));

% Now we build a new vector of probabilities, called paux,

% with N-1 elements. The two smallest probabilities in p are added
% and stored in paux(first)

% Example: if p={0.2 0.1 0.2 0.05 0.2 0.25},

% the two smallest probabilities are 0.1 and 0.05, and

% paux = {0.2 0.15 0.2 0.2 0.25}

paux(first) = psorted(l) + psorted(2);

paux(1l:first-1) = p(l:first-1);

paux(first+l:second-1) = p(first+l:second-1);

paux(second:N-1) = p(second+1:N);

% Now we ask for the Huffman code for the probabilities in paux.
% by calling the function huff itself. Here’s the recursiveness!
Caux = huff (paux);

% Now, we have the Huffman code for the vector of probabilities paux.
% To obtain the Huffman code for the full vector p, we simply
% split the "super-symbol" into its two original components,
% and append "O" and "1" to their codewords.
C(1:second-1) = Caux(1l:second-1);
C(first) = strcat(C(first),"0"));
C(second) = strcat(Caux(first),"1"));
C(second+1:N) = Caux(second:N-1);
endif

Figura 2.4: Funcao huff que implementa o algoritmo de Huffman explorando a sua natureza
recursiva; note-se que a funcao tem apenas 18 linhas de codigo.
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de Huffman para o alfabeto reduzido. As palavras de cédigo para os simbolos que deram origem
ao “super-simbolo” obtém-se simplesmente acrescentando um “1” e um “0” a palavra de cédigo
atribuida ao “super-simbolo” no cédigo para o alfabeto de dimensao reduzida. Resumindo, para
obter um cédigo de Huffman para um alfabeto de M simbolos, é necessério obter um cédigo de
Huffman para um alfabeto de M — 1 simbolos. A recursao termina quando se pretende obter
um cédigo de Huffman para um alfabeto de 2 simbolos, pois neste caso a resposta é trivial.

Apresenta-se na figura 2.4 uma funcdo, a que se chamou huff, escrita numa pseudo-
linguagem, inspirada na linguagem MATLAB, que implementa o algoritmo de Huffman usando
recursividade. A fungao recebe como argumento um vector de probabilidades p = {p1,....,pn}
e devolve um vector de sequéncias bindrias C = {Cy,...,Cy}. As fung¢des auxiliares usadas, bem
como outros aspectos da pseudo-linguagem, sdo de seguida apresentados:

e length: devolve o nimero de elementos de um vector.

e sort: ordena um vector por ordem crescente, devolvendo também as respectivas posicoes
que os elementos ordenados ocupavam no vector original. Por exemplo, se p = {12,9,4,7},
o resultado de [q,s|=sort(p) é q = {4,7,9,12} e s = {3,4,2,1}.

e min: devolve o menor dos dois argumentos.
e max: devolve o maior dos dois argumentos.

e strcat: (abreviatura de string concatenation) devolve a concatenagao dos seus dois ar-
gumentos. Por exemplo, strcat("ab", "cd") devolve "abcd".

e O acesso a elementos individuais ou sequéncias de elementos de um vector é efectuado da
forma habitual. Por exemplo, se C = {"010","011","00","1"}, entao, C(2) é "011" e
C(24) é {||011|| R noon R "1"} .

e As linhas de c6digo comecgadas por % sao apenas comentarios.

Note-se que a fungao possui apenas 18 linhas de cédigo efectivo (as restantes sdo comentérios
para facilitar a sua leitura). Deve, no entanto, referir-se que esta nao é necessariamente a
implementacao mais eficiente do algoritmo de Huffman; é, no entanto, extremamente compacta
e ilustra bem a sua natureza recursiva, a qual desempenha um papel central na demonstracao
da optimalidade dos cddigos resultantes.

2.7.3 Demonstracao de Optimalidade

A demonstracao de optimalidade dos cédigos de Huffman suporta-se num lema auxiliar que de
seguida se apresenta e demonstra.

Lema 1: Considere-se um cédigo C' desenhado para uma fonte com um alfabeto de NV simbolos,
X, emitidos com probabilidades {p1,...,pn}. Sejam {l,...,Ix} os comprimentos das palavras
desse c6digo. Sem perda de generalidade (pois pode sempre reordenar-se os simbolos & partida),
considere-se que as probabilidades estao ordenadas por ordem decrescente, isto é, p1 > py >
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... > pN. Se existir um grupo de m (com m > 2) simbolos com igual probabilidade, isto é,
Di = Pi+l = ... = DPi+m, assume-se que os comprimentos das palavras estao ordenados por
ordem crescente, isto é, I; < l;1+1 < ... < l;1; note-se que isto nao afecta o comprimento médio
do c6digo nem a sua optimalidade. Entao, se C' for um cédigo instantaneo éptimo, tem de
verificar as seguintes propriedades:

a) A simbolos mais provéaveis ndo podem corresponder palavras de cédigo mais longas, isto é,
(pi > pj) = (li < 1)

Demonstragao: Na demonstragdo nega-se a implicagao verificando-se que isso contrariaria a
optimalidade de C'. Negar a implicacao é equivalente a admitir a existéncia de um cédigo
éptimo C' com (p; > p;) e (I; > 1;); o comprimento médio de C' seria

N
LIC) =) lupn =K +1ipi+1;p;,
n=1
onde K representa todos os termos com n # i e n # j. Pode construir-se um outro cédigo
(' trocando a palavras i e j, cujo comprimento médio é

N
L(Cl) = Zlnpn:K-i-ljpi-i-lipj.

n=1

A diferenca L(C") — L(C) ¢é

L(Cl)—L(C) = K—l—ljp,'—i—lipj —K—lipi—ljpj
Li(pi — pj) + lLi(pj — pi)
= (pi—py) (j—1) <0,
—_————— ——
>0 <0

mostrando que L(C’) < L(C) o que negaria a optimalidade de C, provando assim a
validade da implicagao.

b) Aos dois dltimos simbolos (na lista ordenada) correspondem palavras de igual comprimento,
isto é, In_1 = In.

Demonstragao: Comega por mostrar-se que, necessariamente, [y_1 < [x; de facto, se py_1 >
pN, entao Iy—1 < Iy, de acordo com a parte (a) do lema acima demonstrada; se py_1 =
pn, entao Iy_1 < Iy, de acordo com as hipdtese do lema relativamente & ordem das
palavras de cédigo associadas a simbolos de igual probabilidade. Uma vez demonstrado
que ly_1 < Iy, basta agora demonstrar que nao é possivel ter-se [y_1 < In. Orasely_1 <
I, como o codigo é, por hipdtese, instantaneo, a palavra N — 1 nao é prefixo da palavra
N; como tal, podem truncar-se os bits em excesso mantendo o caracter instantaneo do
codigo, mas reduzindo o comprimento médio e assim negando a sua optimalidade. Isto
demonstra que nao se pode ter Iy_1 < Iy, 0 que conjugado com [y_1 < [y mostra que
INn—1=1N.
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¢) No conjunto de todas as palavras de comprimento maximo (), hd pelo menos um par de
palavras que difere apenas no ultimo bit.

Demonstracgao: Se no conjunto de todas as palavras de comprimento maximo nao existir, pelo
menos, um par de palavras diferindo apenas no 1ltimo bit, é obviamente possivel truncar
esse bit mantendo as palavras todas diferentes. O cédigo obtido tem menor comprimento
médio do que C, negando assim a optimalidade de C.

Com base no Lema 1 pode agora apresentar-se a demonstracao de que o procedimento de
Huffman conduz a um cédigo éptimo.

Demonstracao da optimalidade dos cédigos de Huffman: Recorde-se que se pretende
desenhar um cédigo Cy para um alfabeto com N simbolos Xy = {z1, ...,z }; assume-se, sem
perda de generalidade, que os simbolos foram previamente ordenados por ordem decrescente
de probabilidades: p; > po > ... > py. De acordo com a escrita recursiva do algoritmo de
Huffman, obtém-se C'y do seguinte modo.

e Cria-se um alfabeto reduzido, substituindo-se os simbolos xy_1 € z pelo “super-simbolo”
TN—1,N, com probabilidade py_1 y = py + py—1. Tem-se assim um alfabeto com N —1
simbolos Xn_1 = {z1,...,2n-1 N5} com probabilidades {pi,...,pnv_1 N}

e Obtém-se um cédigo de Huffman Cy_; para este alfabeto de N — 1 simbolos Xy_1 =
{z1,...,xn_1,n} com probabilidades {p1,...,pn—_1,n}.

e As palavras do cdédigo de Huffman Cp obtém-se a partir das palavras do cédigo de
Huffman Cy_1 de acordo com

Cn(z1) = Cn-1(z1)
Cn(z2) = Cn-1(x2)

Cn(zn—2) = Cn-1i(zn-2)
Cn(zy-1) = Cn-i(zy-an)+ <07
Cn(zy) = COn-i(zy-1n)+ “17,

onde C(x;) + “0” denota a operacao de acrescentar um “0” a palavra de cédigo C'(x;).

A demonstracao prossegue adoptando o principio da inducéo, de acordo com o qual basta
demonstrar as duas seguintes proposigoes:

e (5 é 6ptimo.
e Se Cn_1 € Optimo, entdao Cy é 6ptimo.

Que C4 é 6ptimo nao carece de demonstragao. Para um alfabeto com dois simbolos {1, x2},
os dois cédigos de Huffman possiveis, {C(z1) = “17, Ci(x2) = “0”} e {Ca(x1) = “07, Co(x2) =
“17} sao ambos claramente 6ptimos, com comprimento médio igual a 1.



40 CAPITULO 2. CODIFICACAO DE FONTES DISCRETAS SEM MEMORIA

Para demonstrar a implicacao expressa pelo passo de inducdo, demonstra-se a sua equiv-
alente': Cy ndo é éptimo implica que Cy_; ndo é éptimo. Se Cy ndo é éptimo, existe um
outro cédigo instantaneo Cy que é éptimo, como tal verificando L(CY) < L(Cn). Se C é
6ptimo, verifica o Lema 1; assim, pela parte (b) do Lema 1, aos dois simbolos menos provéveis
correspondem palavras de igual comprimento, isto é, I’y _; = ly; de acordo com a alinea (c) do
Lema 1, pelo menos duas das palavras de comprimento Iy diferem apenas no tltimo bit. Pode
assumir-se, sem perda de generalidade que sdo as palavras N —1 e N, pois caso contrario podem
permutar-se palavras de igual comprimento sem afectar o comprimento médio do cédigo. Trun-
cando este dltimo bit a estas duas palavras, obtém-se um cédigo C’y_;. Mostra-se no pardgrafo
seguinte que L(Cy_;) < L(Cn-1), 0 que nega a optimalidade de Cy_;, demonstrando assim
o passo de indugao.

O comprimento médio de C'y_; é

L(Cnoy) = pli+paly+- 4 oy +py-1) (v — 1)
L(CNx_1) = pili+paly+ - +pyoily_y +pnly —(pn + py-1),
L(Cy)
onde se usou o facto de que Iy_; = ly. Se se repetir o procedimento com Cy obtém-se

precisamente o codigo Cyy_1 pois esta-se simplesmente a inverter o processo pelo qual, no
algoritmo de Huffman, se obteve Cy a partir de Cy_1, ou seja

L(Cn-1) = pili+palo+--+(pyv+poN-1)(INn_1—1)
L(Cn-1) = pili+palo+ - +py-1ln-—1+pNIN — (PN + PN-1)-
L(Cn)

Finalmente,
L(Cy_y) — L(Cy-1) = L(Cy) — (pn + pn-1) — L(CN) + (pn + pn-1) = L(Cy) — L(Cn) <0,

o que significa que se Cy nao é 6ptimo, Cy_1 também nao o é, concluindo-se assim a demon-
stracao do passo inducao.

2.7.4 Algoritmo de Huffman para Alfabetos D-arios

A modificacao do algoritmo de Huffman para alfabetos D-arios é simples. Em vez de se agru-
parem os dois simbolos menos provaveis, agrupam-se os D simbolos menos provaveis. O re-
sultado é uma arvore D-éaria da qual é possivel obter as palavras do cédigo instantaneo D-ario
optimo. No entanto, existe um pequeno detalhe ao qual é importante prestar atencao: é
necessario dispor, até ao final do algoritmo (quando se atinge a raiz da arvore D-éria), de
D simbolos para agrupar; se assim nao for, desperdigam-se palavras curtas (ou seja, palavras
junto a raiz da arvore).

Ilustra-se o problema referido no paragrafo anterior com um pequeno exemplo. Considere-se
uma fonte que emite simbolos do alfabeto {a, b, ¢,d}, com probabilidades {1/2, 1/4, 1/8, 1/8},

'Recorde-se que (A = B) & (B = A)7 onde P denota a negacio da proposicao P.
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para a qual se pretende desenhar um cédigo de Huffman ternario, isto é, com D = {0,1,2}.
Na aplicacao directa do algoritmo de Huffman, agrupam-se os trés simbolos menos provaveis
{b,c,d} num “super-simbolo” (b,c,d) com probabilidade 1/2. O alfabeto resultante possui
apenas dois simbolos {a, (b,c,d)}, pelo que o cédigo éptimo é trivial. Finalmente, o c6digo
resultante é {C(a) = 1, C(b) = 00, C(c) = 01, C(d) = 02}. Ora, este cédigo é claramente
nao éptimo, pois o cédigo alternativo {C’(a) = 1, C'(b) = 2, C’'(c) = 01, C'(d) = 02} é ainda
instantaneo e tem menor comprimento médio. A origem do problema reside no facto de se
ter atingido o estdgio final do algoritmo apenas com 2 simbolos para agrupar; isto teve como
consequéncia que uma palavra curta, neste exemplo simplesmente “2”, nao pode ser usada.

A solugdo para este problema é simples. Acrescentam-se ao alfabeto um conjunto de
palavras com probabilidade zero, por forma a garantir que seja possivel construir uma arvore
D-aria completa (isto é, na qual todos os nés internos tém D descendentes) com esse nimero
de folhas. No exemplo anterior, considere-se o novo alfabeto {a,b,c,d, e}, com probabili-
dades {1/2, 1/4, 1/8, 1/8, 0}. Da aplicacao directa do algoritmo de Huffman resulta agora
{C(a) =0, C(b) =1, C(c) = 20, C(d) = 21, C(e) = 22}. A palavra de cédigo C(e) = 22 pode
ser descartada, pois a sua probabilidade de utilizacdo é zero. O cddigo restante é claramente
optimo.

Resta estudar qual o niimero de palavras que é necessario acrescentar a um alfabeto com
N simbolos para se obter um cédigo D-ario éptimo com o algoritmo de Huffman. Em cada
passo do algoritmo de Huffman produz-se um alfabeto reduzido com D — 1 simbolos a menos
do que o alfabeto anterior. Assim, é necessirio que o numero inicial de simbolos seja da
forma 1 + k(D — 1), onde k é o nimero de niveis da drvore. Por exemplo, no caso ternario,
D —1 =2, pelo que o niimero de simbolos deve ser da forma 1+ k2, ou seja, um nimero impar.
Considerando outro exemplo, para um alfabeto decimal, D = 10, D —1 = 9, pelo que o ntimero
de simbolos deve ser da forma 1 + k9, ou seja, pertencer a {10, 19, 28, 37, ...}. Obviamente,
no caso binario, D — 1 = 1, e qualquer nimero maior que um se pode escrever como 1 + k, ou
seja, é possivel construir arvores binarias completas com qualquer numero de folhas.

2.8 Codificagcao de Shannon-Fano-Elias

A codificagao aqui designada como de Shannon-Fano-Elias (SFE), de acordo com a designagao
adoptada em [4], é um hibrido de vérias propostas apresentadas separadamente por Shannon,
Fano e Elias nas décadas de 1940 e 1950. O seu interesse presente é quase exclusivamente
histérico, por estar na raiz da codificacdo aritmética, apresentada na seccao seguinte. A de-
scrigdo aqui apresentada segue de perto a referéncia [4], com pequenas alteragdes de notacao e
alguns detalhes adicionais.

Como visto na Subseccao 2.5, para que o comprimento médio de codificacao se aproxime do
limite tedrico inferior imposto pela entropia da fonte, pode ser necessario recorrer a extensoes de
ordem elevada. Esta opc¢ao, no entanto, pode tornar-se pouco pratica pelo seguinte motivo: o
alfabeto para uma extensao de ordem n de uma fonte com um alfabeto original de IV simbolos
possui N” simbolos. Se se adoptar codificacdo de Huffman para os simbolos extendidos, é
necessario desenhar um cédigo de Huffman para um alfabeto com N simbolos, isto é, que
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cresce exponencialmente com a ordem da extensao da fonte. Esta via torna-se rapidamente
impraticdvel, mesmo para extenstes de ordem moderada; por exemplo, se o alfabeto original
for constituido pelos 256 simbolos ASCII, o alfabeto da extensdo de ordem 3 possui mais de
16 milhdes de sfmbolos (2563 = 224 = 16777216). Seria pois necessario desenhar um cédigo de
Huffman para um alfabeto com este enorme nimero de simbolos, a maioria dos quais acabariam
mesmo por nunca ser utilizados.

A codificagdo de SFE (e a codificagdo aritmética, como se vard mais adiante) constitui
uma alternativa, quase éptima (o sentido desta afirmacao ficarda claro mais adiante), ao uso
de codigos de Huffman para fontes extendidas. A caracteristica fundamental da codificacao de
SFE é a possibilidade de obter a palavra de cédigo para um tnico simbolo, sem necessidade
de criar palavras de cédigo para todos os simbolos do alfabeto. E claro que a codificacao de
Huffman nao possui esta caracteristica.

Para descrever o procedimento de codificaggo de SFE, considere-se um alfabeto X =
{z1,...,zN}, cujos simbolos sdo emitidos com probabilidades {p1,...,pny}. Sem perda de gen-
eralidade, assume-se que p; > 0, para ¢ = 1,...N; se existir algum p; = 0, pode simplesmente
retirar-se o respectivo simbolo do alfabeto pois nunca vai ser necessério codifica-lo. Focar-se-a
o caso dos c6digos bindrios, C': X — D = {0, 1}, mas a generalizacao para outras alfabetos de
codigo é trivial. Considere-se a funcao de distribuigao cumulativa F'(x) que se define como

i
F(z;)=F,=)_pj;, para i=12,.,N, (2.22)
j=1
e Fy = 0. Dado que todos os p; sao estritamente positivos, a sequéncia Fy, Fy, Fa, ..., Fiy é

estritamente monotonica, isto é, Fy < Fy < Fy < ... < Fy. Note-se ainda que F} = py e
Fy=1.

Dado que a sequéncia F}, Fy, ..., Fiy é estritamente monotonica, todos os F; sao diferentes,
isto é,

(i #J) = (I # Fj). (2.23)
Observando a equacao (2.3) na Subsecgao 2.1.2, verifica-se que isto é precisamente a definigao
de cédigo nao singular. Esta observacao sugere que se utilizem os numeros Fy, F, ..., Fyn
para codificar os simbolos {z1, x2, ..., zx}. No entanto, uma questao se levanta: em geral,
os numeros Fy, F,, ..., Fy sdo reais arbitrarios, no intervalo ]0, 1], pelo que a sua escrita
(em base 2, ou em qualquer outra base) pode exigir um numero infinito de digitos. Para se
obter um cédigo 1til, é necessdrio truncar as representagoes dos numeros Fy, Fb, ..., Fiy para
comprimentos finitos; ao fazer essa truncatura, pode exigir-se que o cédigo obtido, mais do que
simplesmente nao singular, seja instantaneo.

No procedimento de SFE nao se utilizam os ntmeros Fy, Fy, ..., Fy, mas sim um outro
conjunto de numeros, com estes relacionados. Considere-se que a cada simbolo z; se faz cor-
responder o intervalo [F;_1, F;| (fechado & esquerda e aberto & direita) cuja largura é p; (pois,
como é 6bvio de (2.22), F; — F;_1 = p;). Considerem-se agora os pontos centrais de cada um
destes intervalos, que serdo designados como F;, para i = 1,2,..., N; dado que a largura do
i-ésimo intervalo é p;, tem-se que

F; = Fi—1+%
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= Fz'—er%
R 221)

Dado que todos os p; sao estritamente positivos,

Fipn—F; = Fi-l-pi;l —Fi —%
_ Fi—Fi_l—&—l—le
—_— 2 2
Di
- % > 0. (2.25)
(2.26)
Assim, a sequéncia Fi, Fq, ..., Fy também é estritamente monoténica e, como tal, também

verifica a propriedade de nao singularidade (2.23), podendo ser usada para construir um cédigo
para os simbolos {x1, xa, ..., 2y }. Resta encontrar uma forma de truncar as representacoes dos
ntimeros F'1, Fa, ..., F 5 que nao destrua a propriedade de nao singularidade e que, adicional-
mente, corresponda a um cédigo instantaneo.

A resposta a questdo de como truncar as representacoes dos ntimeros Fy, Fa, ..., Fx por
forma a obter um cédigo instantaneo é simples. Tome-se

l; =[—logypi| +1 (2.27)

como comprimento da palavra de cédigo C(x;). As palavras de cédigo sdo dadas simplesmente
por
C(x;) = primeiros [; digitos bindrios de F;. (2.28)

Para obter uma escrita mais formal, considere-se a notagao
la); = 27 2] (2.29)

que representa o nimero a truncado para possuir apenas [ digitos fraccionarios 2. Assim, pode
escrever-se

C(z;) = digitos de | F;]y,. (2.30)

Recorde-se que todos os nimeros F; sao menores que 1, pelo que todos possuem escritas da
forma F; = 0.dids - - -, possivelmente com um nimero infinito de digitos; naturalmente, na
palavra de cédigo nao se inclui o zero a esquerda do ponto, pelo que C(x;) =di dy --- d,.

Antes de demonstrar que esta escolha conduz, de facto, a um cédigo instantaneo, apresentam-
se de seguida dois exemplos: um para um cédigo decimal e outro para um cédigo binario.

*Por exemplo, no caso decimal, |7]s = 3.14 e [1.28389|3 = 1.283. Ainda no caso decimal, observe-se
que, de facto, |a]; = 107'[10'a]; por exemplo, 1072|10% 41.48597] = 1072|4148.597] = 10724148 = 41.48 =
|41.48597] 2.

Numa base arbitrdria b (por exemplo 2), a definigdo (2.29) generaliza-se para |a]; = b~'[b'a]|. Por exemplo,
|0.1001001010]4 = 0.1001.
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Exemplo 2.11 Considere-se uma fonte que gera simbolos do alfabeto X = {1, 2, ..., x10, T11}
com probabilidades {1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256, 1/512, 1/1024, 1/1024}. Na
tabela sequinte, apresentam-se os wvalores de F;, os comprimentos l; e as correspondentes
palavras do codigo de SFE decimal. Note-se que, contrariamente ao que se passa com a codi-
ficacao de Huffman, o codigo de SFE para uma dada fonte € unico.

‘ 1 ‘ Di - loglo Di ‘ lz ‘ FZ ‘ C(:L'Z) ‘
1 | 0.50000000000 | 0.3010 | 2 | 0.250000000000 | 25
2 | 0.25000000000 | 0.6020 | 2 | 0.625000000000 | 62
3 | 0.12500000000 | 0.9030 | 2 | 0.812500000000 | 81
4 | 0.06250000000 | 1.2041 | 3| 0.906250000000 | 906
5 | 0.03125000000 | 1.5051 | 3| 0.953125000000 | 953
6 | 0.01562500000 | 1.8061 | 3 | 0.976562500000 | 976
71 0.00781250000 | 2.1072 | 4 | 0.988281250000 | 9582
8 | 0.00390625000 | 2.4082 | 4 | 0.994140625000 | 9941
9 | 0.00195312500 | 2.7092 | 4 | 0.997070312500 | 9970
10| 0.00097656250 | 3.0102 | 5 | 0.998535156250 | 99853
11| 0.00097656250 | 3.0102 | 5| 0.999511718750 | 99951

O comprimento médio deste codigo € de 2.14257 digitos decimais por simbolo, enquanto que
a entropia de base 10 da fonte € 0.60147 digitos decimais por simbolo.

Exemplo 2.12 Na tabela que se seque, repete-se o exemplo anterior, agora para codificacdo
de SFE bindria. Na sexta coluna da tabela, (F,-)(g) representa o valor de F; escrito em repre-
sentacdo de base 2.

‘ i ‘ Di — logy pi ‘ l; ‘ F; ‘ (Fi)2) ‘ C(x) ‘
1 | 0.50000000000 1 2 1 0.250000000000 | 0.0100000000000 | 01
2 | 0.25000000000 2 3 | 0.625000000000 | 0.1010000000000 | 101
3 | 0.12500000000 3 4 | 0.812500000000 | 0.1101000000000 | 1101
4 | 0.06250000000 4 5 | 0.906250000000 | 0.1110100000000 | 11101
5 | 0.03125000000 5 6 | 0.953125000000 | 0.1111010000000 | 111101
6 | 0.01562500000 6 7 | 0.976562500000 | 0.1111101000000 | 1111101
71 0.00781250000 7 8 | 0.988281250000 | 0.1111110100000 | 11111101
8 | 0.00390625000 8 9 | 0.994140625000 | 0.1111111010000 | 111111101
9 | 0.00195512500 9 10| 0.997070312500 | 0.1111111101000 | 1111111101
10| 0.00097656250 10 11| 0.998535156250 | 0.1111111110100 | 11111111101
11 | 0.00097656250 10 11| 0.999511718750 | 0.1111111111100 | 11111111111

O comprimento médio deste cddigo € de 2.9980 bits por simbolo, enquanto que a entropia
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bindria da fonte € 1.9980 bits por simbolo.
A titulo de comparagao, apresenta-se na tabela sequinte um cddigo bindrio optimo (de Huff-

man) para esta fonte, cujo comprimento médio é 1.9980 bits/simbolo, precisamente igual a
entropia, pois a distribuicdo de probabilidadades da fonte € diddica (todas as probabilidades sao

poténcias de 2).

1 ‘ Di COpt(JZi)

1 | 0.50000000000 | 0

2 | 0.25000000000 | 10

3 | 0.12500000000 | 110

4 | 0.06250000000 | 1110

5 1 0.03125000000 | 11110

6 | 0.01562500000 | 111110

71 0.00781250000 | 1111110

8 | 0.00390625000 | 11111110

9 | 0.00195312500 | 111111110
10| 0.00097656250 | 1111111110
11 0.00097656250 | 1111111111

45

Finalmente, apresenta-se a demonstracao de que a escolha
C(z;) = digitos de | F;]y,. (2.31)

com
l; = [— 10g2 pi—| +1 (2.32)

conduz, de facto, a um codigo instantaneo. Para tal, usa-se a relacao entre palavras de cédigo
e sub-intervalos de [0, 1] (anteriormente usado na Secgao 2.2, na Demonstracao 2). No caso
presente, o intervalo associado & palavra de cédigo C(z;) é

I(@) = [|[Filus [Fili +274]

pois C(z;) tem [; digitos (bits). Para que o c6digo seja instanténeo, é necessério e suficiente que
todos os intervalos I(x;), I(x2), ...,I(xx) sejam disjuntos. Para confirmar que os intervalos
sao, de facto, disjuntos, considerem-se dois intervalos genéricos consecutivos: I(z;) e I(x;41).
Estes intervalos sio disjuntos se o limite direito de I(x;) (isto é, | F;];, +27%) for estritamente
menor do que o limite esquerdo de I(z;11) (isto é, |Fiy1]s,,,), ou seja, é necessério mostrar
que

|Fili, +275% — [Fiy1y,,, <O. (2.33)

Considerando a primeira parcela de (2.33), pode verificar-se que

|Fil,+27% < Fi+27" (2.34)
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— F,; + 2 ([Flogapil+1) (2.35)
_ T +%2—r—1og2m (2.36)
< T, +%2—<—1og2pi> (2.37)
~ T, +%7 (2.38)

onde a desigualdade em (2.34) resulta de, para qualquer nimero nao negativo a e qualquer [,
se verificar |a]; < a; a desigualdade em (2.37) resulta de, para qualquer nimero nao negativo
a, se verificar [a] > a e, consequentemente, 2-lal < 9=a Observando agora o termo da direita
em (2.33), constata-se que

I_Fi+1Jli+1 > Fz’—i—l - 2_li+1 (239)
> Fipq — p"2+1, (2.40)

onde a desigualdade em (2.39) resulta de, para qualquer niimero nao negativo a e qualquer [, se
verificar® |a; > a — 27! Finalmente, combinando (2.38) e (2.40), pode escrever-se (recorde-se
de (225) que Fi—l—l —F, = (pi +pi+1)/2)

= P = Di+1 Pi + Pit+1
2

{szll + 2_li — £Fi+1jli+1 <F;4+—=- FH_l + = Fz — Fi-i—l + =0, (2.41)
NI 2

—(pi+pit1)/2

o que demonstra (2.33), condicao suficiente para o cédigo de SFE seja instantaneo, como se
pretendia demonstrar.

Finalmente, pode verificar-se que o cédigo de SFE, que se designara como CS é sub-6ptimo.
De facto, devido ao uso dos comprimentos lffe = [—logp;| + 1, em vez dos comprimentos de
Shannon [ = [—logp;|, o comprimento médio dos cdédigos de SFE verifica uma desigualdade
semelhante a (2.16), mas com um excesso de 1 bit/simbolo:

H(X)+1< L(C**) < H(X) + 2. (2.42)

No caso de se utilizarem extensoes de ordem n, com n elevado (que é a motivacao principal para
o use de codificacao de SFE), pode facilmente verificar-se um par de desigualdades semelhante
a (2.19):
1 2

H(X)+ - < Lo (C5) < H(X) + - (2.43)
Em conclusao, usando extensoes de ordem arbitrariamente elevada, o comprimento médio do
cédigo de Shannon-Fano-Elias aproxima-se arbitrariamente do valor da entropia da fonte. E
neste sentido que se deve entender a afirmacao avancada no inicio desta seccao de que a codi-
ficacdo de SFE é quase 6ptima.

3Veja-se, no caso decimal, que la]; > a— 107%; por exemplo, a diferenca entre qualquer nimero da forma
“0.314 x x*” e 0.314 é menor que 0.001.
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2.9 Codificagcao Aritmética

A codificacdo aritmética? pode ser vista simplesmente como uma forma eficiente de implementar
a codificacao de Shannon-Fano-Elias, no caso de extensoes de ordem elevada de fontes sem
meméria.

Considere-se uma fonte sem meméria, emitindo simbolos do alfabeto X, com probabili-
dades {p(x), v € X}. Pretende codificar-se uma sequéncia de n simbolos gerados por esta
fonte, (x1, x2,..., T,), usando codificagdo de Shannon-Fano-Elias. Para tal, como descrito na
secgao anterior, basta calcular p(z1, z29,..., x,) (ou seja p;, na notacao da sec¢ao anterior) e
F(z1, 79,..., z,) (ou seja, F;, na notagao da seccio anterior). Com Fj e p;, pode calcular-se F;,
usando (2.24) e I; = [—log p;] +1; conhecidos F; e [;, pode obter-se a palavra de cédigo de SFE
através de (2.30). No caso de uma fonte sem memoria, p(x1, x2,..., xn) = p(z1) p(x2) - - - p(xy).

Note-se que na definicao de F(x1, w9,..., o) estd implicita uma ordenagao de conjuntos
de simbolos do alfabeto, pois, por defini¢ao (ver (2.22))

F(zy, ..., x,) = p(x, ..., x)).

(m,17"'7 x{n)S(ml7 ceey "ETL)

A relagao de ordem usada em (zf,..., x}) < (1, ..., o) é a chamada ordem lexicografica;
esta, por sua vez, suporta-se numa relagao de ordem para os simbolos do alfabeto, ou seja, o
alfabeto X deve ser visto como um conjunto ordenado de simbolos, para os quais a relacdo a < b
significa que a surge primeiro no alfabeto do que b. A ordem lexicografica é uma generalizagao
da habitual ordem alfabética, definida por

/ .
T, =x;<=1i<m
/ / . ) ?
(@], 0y 27) < (215 ooy Z)] © Fmeqr,ne1) ,
Ty < Ty
Por outras palavras, uma sequéncia de simbolos (], ..., z},) é dita “menor”que (ou que esté a
esquerda de) um outra (z1, ..., x,) se forem idénticas até uma determinada posicao m — 1 e,

na primeira posigao, m, em que diferem, o simbolo 2/, for “menor” (na ordem do alfabeto) do
que z,,; a ordem entre os simbolos seguintes é irrelevante.

Exemplo 2.13 Um pequeno exemplo ajudard a tornar o conceito mais claro. Considere-se o
alfabeto X = {a, b, ¢, d}, com a ordem implicita a < b < ¢ < d. A sequéncia (ababcbcbda) €
“menor”que (abadaadceb) pois os 3 primeiros simbolos sao iguais, (aba); no primeiro simbolo
em que as duas sequéncias diferem (o quarto), o simbolo da primeira sequéncia, b, é “menor”do
que o simbolo na mesma posicao na sequnda sequéncia, d.

A ideia central da codificagdo aritmética é de que é possivel calcular F(zq1, zo,..., x,)
e p(xy, x2,..., x,) através de um procedimento (aritmético) simples de sucessivas parti¢oes
de subintervalos de [0, 1[. Para simplificar a escrita formal do algoritmo, considera-se que o
alfabeto é {1, 2, ..., N}, sem qualquer perda de generalidade, dado que se tinha ja assumido

4Para uma introducio detalhada, mas acessivel, & codificacdo aritmética, bem como uma breve histéria
da sua origem, veja-se o artigo de Glen Langdon, “An introduction to arithmetic coding”, disponivel em
http://www.research.ibm.com/journal/rd/282/ibmrd2802C. pdf
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que o alfabeto estava “ordenado”. O algoritmo de codificagao aritmética procede do seguinte
modo:

Dados: O alfabeto X = {1, 2, ..., N}, as probabilidades dos simbolos {p(1), p(2), ..., p(N)},
e uma sequéncia (x1, g, ..., ;) de n simbolos de X, a codificar.

Inicializacao: Tome-se t = 1 e considere-se o intervalo [L, R[,com L =0e¢ R = 1.

Passo 1: Parte-se o intervalo actual [L, R[ em N subintervalos (todos fechados a esquerda e
abertos a direita) com tamanhos proporcionais as probabilidades dos simbolos do alfabeto:
(R—L)p(1), (R—L)p(2), ..., (R— L)p(N). Os intervalos obtidos sao

L = [L, L+ (R-L)p(1)],

I = [L+(R—-L)p(1), L+ (R—L)p(1) + (R — L)p(2)[

Ii = [L+(R=L)(p(1)+---+p(i—1)), L+ (R—=L)(p(1) +---+p@)[
Iy = [L+(R-L)(p(1)+---+pN-1)), R

Note-se que os IV subintervalos sao definidos por IV 4 1 pontos, pois o limite esquerdo de
um subintervalo é igual ao limite direito do subintervalo seguinte. Assim, se se conven-
cionar que p(0) = 0, pode escrever-se uma expressao genérica para o subintervalo I;, da
forma, Iz = [LZ, Rz[: [TZ, T’i—l—l[y com

i—1
Ty =L+ (R—L)Y p(j).

j=0

Confirme-se que a largura de I; é de facto (R — L)p(i):

7 i—1
|| =Tyy1—Ti=R;—Li=L+(R—L)> p(j)—L—(R—L)> p(j) = (R— L)p(i).
j=0 Jj=0

Passo 2: Escolhe-se o x4-ésimo intervalo, isto é, faz-se L = L,, e R = R,,.
Passo 3: Se t < n (ainda hé simbolos para codificar), faz-se t =t + 1 e volta-se ao passo 1.

E imediato verificar que, apds a conclusdo do algoritmo, a largura do intervalo final [L, R[ é
precisamente (R — L) = p(x1, Tp, ..., Tn) = p(x1) p(z2) - -+ p(xy,); de facto, a largura do inter-

valo inicial [0, 1] é 1, do segundo intervalo é p(x1), do terceiro intervalo é p(z1) p(x2), e assim
sucessivamente. Consequentemente, o limite esquerdo do intervalo final, L, é a soma das proba-
bilidades de todas as sequéncias “menores ou iguais” a (z1, Tp, ..., Tp), isto é, F(x1, Ty, ..., Tp).

Para obter o c6digo, basta agora calcular a expansao bindria de F'(z1, Tp, ..., T,) = F(x1, Tn, ..., Tp)—
p(z1, Tp, ..., Tp)/2 e usar os primeiros | = [—logp(x1, Tp, ..., )| + 1 bits dessa expansao.
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Exemplo 2.14 Considere-se uma fonte sem memdria com alfabeto {1, 2, 3, 4}; as probabili-
dades dos simbolos sao, respectivamente, {0.4, 0.35, 0.15, 0.1}. Pretende obter-se a palavra de
cddigo aritmético bindrio para sequéncia (1, 1,2, 1,4, 3, 2). A probabilidade desta sequéncia
¢ p(1)p(1)p(2)p(1)p(4)p(3)p(2) = 0.4 - 0.35% - 0.15 - 0.1 = 0.0001176. Inserindo esse valor em
I = [—logyp(x1, T, -.., )] + 1, pode desde ja afirmar-se que a palavra de cédigo possui 15
bits.

Dado que o alfabeto possui 4 simbolos, em cada itera¢ao o intervalo actual L, R| é subdi-
vidido em 4 subintervalos Iy, Is, I3 e 1y, definidos por 5 pontos Ty = L, Ty, T3, Ty e Ty = R.
Na tabela seguinte, apresenta-se a evolucao do algoritmo, listando-se os sucessivos valores dos
pontos que delimitam os subintervalos, o subintervalo escolhido por cada simbolo e a respectiva
largura.

t] [L, R[ | T, T3 Ty Ts || nowo[L,R[ | R-L
1 [0, 1] 0 4 75 85 L0 |1 [0, 4] 4

2 [0, 4] 0 16 3 36 04 |1 [0, .16 16

3 [0, .16] 0 064 12 144 16 | 2 064, .12[ 056

4 064, .12] 064 | 0864 106 1144 12 |1 064, .0864] 0224
5| 064, .0864] 064 | 07296 | 0808 | .08461 | .0864 | 4 | [.08461, .0864| 00224
6 || [-08461,.0864[ | .08461 | .085056 | .08584 | .086176 | .0864 | 3 | [.08584, .086176[ | .000336
7 || [-08584, .086176 | .08584 | .0859744 | .086092 | .0861424 | .086176 | 2 | [.0859744, .086092[ | 0.0001176

Observe-se que a largura do intervalo final € de facto a probabilidade da sequéncia, 0.0001176.
Quanto a F, é simplesmente dado pelo ponto central do intervalo final:

_ 0.0001176
F(1,1,2,1, 4,3, 2) = 0859744 + ———— = 0.0860332.

Em base 2, este numero escreve-se
F(1,1,2,1,4,3,2) = 0.0860332(10) = 0.0001011000000110010001...(5),
pelo que a palavra de codigo se obtém tomando os primeiros 15 digitos,

C(1, 1,2, 1, 4, 3, 2) = 000101100000011.

Note-se que, para obter a palavra de Huffman para esta sequéncia, seria necessario desenhar
um cédigo de Huffman para um alfabeto extendido com 47 = 16384 sfmbolos.
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Capitulo 3

Fontes Discretas com Memoria

3.1 Processos Estocasticos Discretos em Tempo Discreto

O Capitulo 1 foi dedicado a introdugao dos conceitos de teoria da informagao associados a
fontes discretas sem memoria, isto é, que podem ser descritas como variaveis aleatorias gerando
simbolos de forma independente uns dos outros. Para estudar fontes nas quais os simbolos
emitidos em instantes diferentes nao sao mutuamente independentes, é necessario usar um
modelo formal mais geral. Assim, uma fonte discreta com memdria deve ser descrita como
um processo estocdstico discreto (dado que se consideram apenas fontes emitindo simbolos de
alfabetos discretos) em tempo discreto. Um processo estocédstico discreto em tempo discreto
nao ¢é mais do que uma sequéncia de variaveis aleatoérias,

X = {X1, X0, ..., Xz, ..}, (3.1)

com X; € X;, em que X; é o conjunto de simbolos que a fonte pode emitir no instante ¢.
Por simplicidade, geralmente considera-se que X; = X, isto é, que o conjunto de simbolos
possiveis nao varia de instante para instante. Como ja foi feito anteriormente, e sem perda de
generalidade, neste capitulo adopta-se a convencao de se associar os elementos do alfabeto aos
numeros de 1 a N, isto é, X = {1,...,N}.

Podem também considerar-se processos estocasticos definidos desde um passado infinita-
mente remoto, isto é,

X = {0, X_1, X0, X1, Xo, ), (3.2)

ou processos estocasticos definidos em intervalos de tempo (discreto) de duracao finita,
X={X1,.., X¢,..., X7} (3.3)

Enquanto que a caracterizagdo de uma variavel aleatéria fica completa com o conhecimento
da probabilidade de cada elemento de X (ver Seccao 1.1), o caso dos processos estocdsticos
é bastante mais complexo. A caracterizacdo completa de um processo estocastico exige o
conhecimento da func¢ao de probabilidade conjunta de qualquer sub-conjunto finito das variaveis
aleatorias que o compoem; isto é, para qualquer inteiro K > 0 e para qualquer conjunto de K

o1



52 CAPITULO 3. FONTES DISCRETAS COM MEMORIA

instantes {t1,...,tx }, deve conhecer-se
P(th :xl,...,XtK :ﬂj‘K), (34)

para todas as possiveis sequéncias (z1,...,xx) € X K,

No caso de um processo definido num intervalo finito (ver (3.3)) com 7T instantes, se nen-
huma estrutura particular for assumida, a caracterizacdo completa exige o conhecimento de
NT — 1 probabilidades, pois o conjunto de todas as possiveis sequéncias de T simbolos de um
alfabeto de dimensao N é NT. No caso de processos com um conjunto infinito de instantes, a
caracterizagao completa, na auséncia de qualquer estrutura adicional, exige o conhecimento de
um numero infinito de probabilidades, pelo que nao é aplicavel na pratica. Assim, o estudo do
processos estocdsticos concentra-se geralmente em processos com alguma estrutura temporal
mais particular, como apresentado nos paragrafos seguintes.

3.2 Processos Estacionarios

Um processo diz-se estaciondrio se e s6 se verificar a seguinte condicdo: para qualquer inteiro
K > 0, para qualquer conjunto de K instantes {t1,...,tx }, e para qualquer inteiro k,

P(Xy =21,.. X =2r) =P X+ =21, ., Xipt k = Tk) (3.5)

para todas as possiveis sequéncias (z1,...,2x) € XK. Isto é, a probabilidade de se observar
um determinado padrao de simbolos num determinado conjunto de instantes, nao depende de
forma absoluta da localizacao temporal desses instantes, mas apenas das suas localizacoes rela-
tivas. Embora tenha uma estrutura claramente mais simples, a caracterizacao completa de um
processo estacionario definido num intervalo de tempo infinito continua a exigir o conhecimento
de um ndmero infinito de probabilidades

3.3 Processos de Markov

3.3.1 Introducao

O conceito de processo de Markov vai finalmente permitir caracterizar processos definidos num
intervalo de tempo infinito com um conjunto finito de probabilidades. Por este motivo, esta
classe de processos é extremamente utilizada em muitas areas técnicas e cientificas, tais o
controlo, o processamento de sinais, a fisica, a economia, a biologia; ao estudante interessado
num estudo mais aprofundado dos processos de Markov, sugere-se o excelente livro [3]. Os
processos de Markov discretos em tempo discreto (os inicos focados neste texto, pois sao os de
interesse como modelos de fontes discretas com memdria) sdo geralmente designados de cadeias
de Markov (Markov chains).

Um processo X = {X1, Xo,..., Xy, ...} é dito de Markov (ou markoviano) de ordem n se
verificar a seguinte propriedade:

P(Xi=x|Xp1 =21, Xya =20, ... X1 =21) = P( Xy = 2| Xom1 = 241, 0, X = T4—n)
(3.6)



3.3. PROCESSOS DE MARKOV 53

para qualquer sequéncia (1, ...,z;) € X’ Por palavras, um processo é markoviano de ordem n
se a probabilidade do simbolo emitido num instante ¢, dado todo o passado, for apenas funcao
de um passado recente de duracao n. O caso particular de n = 1, dito processo markoviano de
primeira ordem, no qual

P(Xi=x|Xy1 =21, X420 = 24-2,.... X1 =21) = P(Xy = 0| Xy = 24-1) , (3.7

¢ o mais classico e estudado. Uma das razoes para este facto é que, como se vera adiante, um
processo de ordem n pode ser reescrito como um processo de primeira ordem.

O conjunto de instantes anteriores, dos quais depende a probabilidade do simbolo que vai ser
emitido no instante seguinte, designa-se habitualmente como estado do processo (ou cadeia)
de Markov. O estado de uma fonte markoviana de ordem n contem os n ltimos simbolos
emitidos.

3.3.2 Processos de Markov Invariantes no Tempo

Um processo de Markov de ordem n no qual as probabilidades ndo dependem explicitamente
do instante de tempo, ou seja, para o qual, para qualquer ¢,

P (Xn+1 = xn+1\Xn = Tp, ...,Xl = 331) =P (Xt = xn-ﬁ-l’Xt—l = Tp, ...,Xt_n = 331) N (38)

qualquer que seja a sequéncia (x1,...,Tp41) € X (nt+1) designa-se um processo de Markov
invariante no tempo.

Exemplo 3.1 Considere-se um processo de Markov de ordem 3, definido no alfabeto X =
{a, b, c}. Se o processo for invariante no tempo, verifica-se que

P(X4 = a‘Xg = C, X2 = b, Xl = CL) = P(X34 = CL’X33 = C, X32 = b, X31 = CL)
= P(Xa9 = a|Xoes = ¢, Xog7 = b, Xos6 = a)
= P(Xpya=a|Xpi3=c¢, Xpro =0, Xpy1 = a),

para qualquer valor de k. Ou seja, a probabilidade de a fonte emitir o simbolo “a” apds ter
emitido a sequéncia “abc” € a mesma em qualquer instante de tempo.

Um processo de Markov de ordem 1 invariante no tempo fica completamente caracterizado
por um conjunto de N x N probabilidades (designadas probabilidades de transicao)

P(Xy = j| X1 = 1), (3.9)

para i,j € X = {1,..., N}, e pelas probabilidades iniciais P(X; = k), para k € X. Habitual-
mente escreve-se este conjunto de probabilidades sob a forma de uma matriz P, dita matriz
de transigao, cujo elemento (i,5) é dado por

Pij=P(Xy =j|X1 =) (3.10)
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Esta matriz possui a propriedade de que todos os elementos pertencem ao intervalo [0, 1] (pois
sao probabilidades) e os elementos de qualquer linha somam 1,

N

Z Pij=1,

J=1

pois

Uma matriz que verifica estas propriedades designa-se uma matriz estocastica. As probabil-
idades iniciais agrupam-se num vector p(1), cujos elementos sao

p1(1) P(X;=1)
p2(1) _ P(Xy=2
pn(1) P(X;=N)

verificando, obviamente,
N
> opi(l)=1.
i=1

Qualquer funcao de probabilidade conjunta, para um conjunto de instantes consecutivos com
{1,2,...,t} se pode escrever com base nestas probabilidades. De facto, uma simples aplicacao
da lei de Bayes e da propriedade de markovianidade de ordem 1 (ver (3.7)) permite escrever

P(Xt = T¢, ...,Xl = xl) = P(Xt = xt\Xt_l = Tt-1, ...,Xl = a:l)P(Xt_l = Tt—1, ...,Xl = xl)
= P(Xt = xt‘Xt—l = xt_l)P(Xt_l = .’L’t_l,...,Xl = .Z'l).

Repetindo o procedimento de modo recursivo, obtém-se

t
P(Xy =ay,..., X1 = 21) = p(X1 = 21) [[ P(Xu = 2| Xue1 = 2u1).

u=2

Finalmente, invocando a propriedade de invariancia no tempo (3.8), tem-se P(X,, = x| X,—1 =
Ty1) = P(Xo = 2| X1 = 2y 1) = Pr,_y, 2., € logo

t t
P(Xy =y, ... X1 = 1) = p(X1 = 21) [[ P(X2 = 24| X1 = 1) = P2y (1) [ Prucr, -

Exemplo 3.2 Considere-se um processo de Markov de primeira ordem, definido num alfabeto
X ={1, 2, 3}, com matriz de transi¢ao P, de dimensao 3x 3, e vector de probabilidades iniciais
p(1), de dimensao 3 x 1. A probabilidade de se observar a sequéncia (3, 1, 3, 3, 2, 1), a partir
do instante 1, €

P(X1=3X=1,X3=3X4=3,X5=2,X¢=1)=p3(1) P31 P13 P33 P32 .
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Para escrever a probabilidade conjunta para um conjunto de instantes nao consecutivos
{t1,ta,...,tx }, basta calcular P(Xy, = x¢,,..., X1 = x1) (isto é, a probabilidade conjunta para
todos os instantes de 1 a tx) e em seguida marginalizar em relagdo aos instantes que nao surgem
em {t1,to,...,tx}. O exemplo que se segue ilustra esta ideia.

Exemplo 3.3 Considere-se um processo de Markov de primeira ordem, definido num alfabeto
X ={1, 2, 3}, com matriz de transi¢cao P, de dimensdo 3x 3, e vector de probabilidades iniciais
p(1l), de dimensao 3 x 1. Pretende calcular-se a probabilidade de se observar um 1 no instante
4 e um 3 no instante 6; esta probabilidade ¢ dada por

P(X4: 1,X6 :3) :ZZZZP(Xl :xl,Xg :xQ,Xg :xg,X4 = 1,X5 :LE5,X6 :3)

1 X2 T3 I

= Zzzzpml(l) Pml,mz ng,xg ng,l P1,2B5 P:B5,37

1 X2 T3 Ts

em que todas as somas se extendem, naturalmente, a todos os possiveis simbolos do alfabeto X .

Pode entao afirmar-se que, no caso de processos de Markov de ordem finita e invariantes
no tempo, é possivel escrever probabilidades conjuntas relativas a conjuntos arbitrariamente
grandes de instantes, apenas com base num conjunto finito de probabilidades: a matriz de
transigdo P e a distribuigao inicial p(1).

E comum representar-se uma cadeia de Markov de ordem 1 com auxilio de um grafo, em que
cada né corresponde a um dos simbolos da fonte (que no caso de ordem 1, coincide com o estado
da fonte). Entre cada par de néds, existe um arco dirigido, etiquetado com a probabilidade da
respectiva transicao. Habitualmente, omitem-se os arcos associados a probabilidades nulas. O
exemplo seguinte ilustra a construcao deste grafo para um caso simples.

Exemplo 3.4 Considere-se uma fonte de Markov de primeira ordem, com quatro estados/simbolos
X =1{1,2,3,4}, cuja matriz de transi¢ao €

01 03 04 0.2

045 02 0 0.35
0 02 0 08
05 05 O 0

P =

O grafo associado a este processo de Markov estd representado na Figura 3.1.

Para fontes de Markov de ordem superior, n > 1, o estado contém os ultimos n simbolos
emitidos. Neste caso, a matriz de transicao nao é quadrada, mas sim de dimensao N™ x N,
isto é, possui uma linha por cada possivel configuracao do estado.

Exemplo 3.5 Uma fonte markoviana de ordem 2, que emite simbolos de wm alfabeto com 3
simbolos X = {1,2,3}, possui uma matriz de transicio de dimensao 9 x 3. Adoptando uma
ordenacgdo lexicogrdfica, o conjunto de estados possiveis €

{(17 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 1)7 (27 2)7 (27 3)7 (37 1)7 (37 2)7 (37 3)}7
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0.2

Figura 3.1: Grafo associado ao processo de Markov definido no Exemplo 3.4.

onde se assume que os simbolos de cada par estdo ordenados por ordem cronoldgica. Assim,
por exemplo,
P(X; =2|X4_2=3,X4_1=1) = Pro,

pois a configuracdo (3,1) surge na posicao 7 na lista das configuragoes de estado possiveis.

Com base no conjunto de estados possiveis, qualquer processo de Markov pode ser visto
como um processo de primeira ordem, com algumas restrigoes nas transicoes possiveis. Este
ideia é mais facilmente apresentada por através do exemplo que se segue.

Exemplo 3.6 Considere-se uma fonte que emite simbolos do alfabeto {1,2}, de acordo com
um processo de ordem 2 definido pela sequinte matriz de transicdo:

0.1 0.9
| 06 04
103 07

1.0 0.0

Recordar que as linhas da matriz correspondem a uma ordenacgdo lexicogrdfica do estado; por
exemplo, mnesta fonte, a probabilidade de se emitir um “1” apds a sequéncia “1,2” ¢ igual
a 0.6; a probabilidade de se emitirem trés simbolos “2” consecutivos € nula. Pode olhar-
se para esta fonte como um processo de ordem 1 definido mo conjunto de estados possiveis
X% = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, em que as transicées de (1,1) para (2,2) e vice-versa sdo,
por construcao (e independentemente da matriz P ) impossiveis. Sendo o primeiro elemento do
par (z1,22) o peniltimo simbolo emitido, e o sequndo elemento o ultimo simbolo emitido, de
(z1,22) apenas se pode transitar para um par da forma (x2,x3); ou seja, o ultimo passa a ser
o pendltimo e o lugar do ultimo é tomado pelo novo simbolo. O grafo deste processo de ordem
1 definido em X? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, equivalente ao processo de ordem 2 definido em
X ={1,2} com a matriz de transicio P € apresentado na figura 3.2. A matriz de transi¢do
deste processo €

0.1 09 0.0 0.0

0.0 0.0 0.6 04

0.3 0.7 0.0 0.0

0.0 0.0 1.0 0.0

P =
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Figura 3.2: Grafo associado ao processo de Markov de ordem 1 definido em X? =
{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} equivalente ao processo de ordem 2 de alfabeto X = {1,2} com
a matriz de transicao do Exemplo 3.6.

A possibilidade de descrever uma fonte markoviana invariante no tempo de qualquer ordem,
como um processo de primeira ordem sobre um alfabeto extendido permite focar a atengao sobre
0s processos de primeira ordem.

3.3.3 Distribuicao dos Estados e Distribuicao Estacionaria

Como se viu na sub-secgao anterior, um processo (ou fonte) de Markov de primeira ordem,
definido num alfabeto (conjunto de estados) de dimensao N, X = {1, ..., N}, fica completamente
definido pela matriz de transigao P e pela distribuicao de probabilidades inicial p(1).

A partir da distribuicao inicial, e da matriz de transicdo, pode obter-se a distribuicao
relativa a qualquer instante. Para o instante 2, é imediato concluir que

pi(2) = Zp P(Xy =i|X1 = j) Zp] P,

que tem o seguinte significado intuitivamente ébvio: a probabilidade de se encontrar a cadeia de
Markov no estado i, no instante 2, é igual soma das probabilidades de todos os possiveis estados
anteriores, p(X; = j), multiplicadas pelas respectivas probabilidades de transitarem desses
estados para o estado ¢, ou seja P(Xy = i|X; = j) = P;;. Agrupando todas as probabilidades
pi(2) no vector p(2), pode escrever-se

ZP P(Xy = 11X = j) ipj(l) P
p1(2) j=1
P(X,=2|X; = N
p(2) = p2:(2) = Zp 2 =2 =) = ij(l) Pj» | =P"p(1),
pr(2) '

N
> pi(1) Pin
j=1

N
> p(X1=j) P(X2=N|X1 =)
j=1
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ou seja, a distribuicao no instante 2 obtém-se multiplicando o vector da distribuicao no instante
1 pela transposta da matriz de transicao. Naturalmente, este facto pode generalizar-se para
qualquer par de instantes consecutivos,

p(t+1)=PTp(). (3.11)
Aplicando esta igualdade recursivamente, obtém-se

pt+1) = P"p(})
PT PT p(t—1)
= PTP"...PT p(1) = (P") p(1) = (P)” p(1). (3.12)
t vezes

Quando o processo de Markov apresenta uma distribuicao de estados que é invariante sob
a accao da matriz PT, isto é, quando,

P p(t) = p(1), (3.13)

diz-se que o processo estd em estado estacionario, e designa-se esta distribuicao como esta-
cionaria. Denota-se esta distribuicao por p(oo), para salientar que é a distribuigdo que se
mantém indefinidamente. Por inspecgao de (3.13), verifica-se que p(oc0) é o vector préprio de
P7 associado ao valor préprio 1 e cuja soma dos elementos é igual a 1 (para se tratar de uma
distribuicao de probabilidades valida).

Exemplo 3.7 Considere-se o processo com dois estados X = {1,2}, com matriz de transi¢ao

1—
P = R
g 1-p
A matriz PT possui valores proprios 1 e (1 —a—pB). O vector prdprio associado ao valor
proprio unitdario (normalizado para que a soma dos elementos seja 1) é

g

_|_
p(c0) = ﬁaa

b+«

Uma cadeia de Markov diz-se irredutivel se for possivel transitar, num intervalo de tempo
(discreto) finito, de qualquer estado, para qualquer estado. Formalmente, uma cadeia de
Markov diz-se irredutivel se, para qualquer par de estados i # j € {1,..., N}, existe um inteiro

t, finito, tal que
(Pt) > 0.

i,J

Note-se que a t-ésima poténcia da matriz de transicao é a matriz de transicao a t passos:

(Pt)m — P(X; = j| X1 = i),
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Pode demonstrar-se' que, se um processo de Markov for irredutivel, a matriz de transicdo
correspondente possui um s6 valor préprio igual a 1 e todos os outros sao menores que 1
em moédulo. Assim, a distribuigdo estacionéria p(oo) é unica. Mais, independentemente da
distribuigao inicial, a distribuigao p(t) converge para a distribuigao estacionéria.

Finalmente, note-se que um processo de Markov invariante no tempo s6 é um processo
estaciondrio se possuir distribuigdo estacionaria tnica e se a distribuigao inicial for igual e
distribuicao estacionaria.

3.4 Taxas de Entropia

Os conceitos de taxa de entropia (como se vera, existem dois) generalizam o conceito de entropia
de variaveis aleatdrias para os processos estocasticos. Para um processo estocastico X =
{X1, X9, ..., Xj, ...}, a taxa de entropia define-se como

1
H(X) = tll}lgoz H(Xl,Xg, ...,Xt), (314)

quando o limite existe.

E importante notar que esta definicio contém a entropia de uma fonte sem meméria como
caso particular. Para uma fonte sem memoria, as variaveis X1, Xo, ..., Xy sao todas indepen-
dentes e identicamente distribuidas; assim, H(X1, Xo, ..., X}) = H(Xy)+ H(X2)+-- -+ H(Xy).
Designando por X uma variavel aleatéria com a mesma distribuicao que X1, Xo, ..., Xy, tem-se
H(X)) = H(X3) = .. = H(X,) = H(X); logo,

.1
H(X) = tli)lggg H(X17X27"'aXt)

= lim% (H(X1)+ H(X2)+ -+ H(Xy))

t—o00
1
= lim - t H(X)
t—oo
= H(X).

Em conclusao, no caso de uma fonte sem memdria, a taxa de entropia coincide com a entropia
da variavel aleatéria que define a fonte.

Um outro conceito de entropia para processos estocasticos € a taxa de entropia condicional,
designada H'(X) e definida como

H'(X) = lim H(X| X, ..., X1), (3.15)

quando o limite existe. Também este conceito de entropia coincide com a defini¢do de entropia
de uma varidvel aleatoria, no caso de uma fonte sem memoria. Numa fonte sem meméria, pela
propriedade de independéncia, tem-se H(X;|X;—1,...,X1) = H(X}); como todas as varidveis

'A demonstracio deste resultado, baseado no famoso teorema de Perron-Frobenius, estd para 14 do Ambito
deste texto; o leitor interessado pode encontrar mais detalhes em [3], ou em qualquer bom livro sobre processos
de Markov.
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aleatérias X; s@o igualmente distribuidas, vem H(X;|X;—1,...,X1) = H(X;) = H(X), pelo que
H'(X)=H(X).
Uma propriedade fundamental destes dois conceitos de entropia é a sua existéncia e igual-
dade, no caso dos processos estacionarios:
X 6 estaciondrio = H'(X) existe e H'(X) = H(X).
A demonstracgao desta propriedade divide-se em dois passos:

Existéncia de H'(X): Para demonstrar este facto (para X estaciondrio), comega por verificar-
se que, pelo facto de o condicionamento reduzir a entropia,

H(X| X¢—1,..,X1) < H(X¢| X¢-1, ..., X2); (3.16)
invocando a estacionaridade do processo, tem-se
H(Xy| X1y, Xo) = H(X—1| Xp—2, ..., X1); (3.17)
pelo que
H(X X¢—1,...,X1) < H(X—1| Xp—2, ..., X1). (3.18)

Assim, a sequéncia H(Xy|X;_1,...,X1) é monotonicamente decrescente com t; como
também se verifica que H(Xy|X¢—1,...,X;) > 0, tem-se uma sequéncia decrescente e
limitada por baixo, logo convergente. Em conclusao, o limite que define H'(X) existe.

Igualdade de H(X) e H'(X): A demonstracao deste resultado suporta-se no teorema da
média de Cesaro (demonstrado no Apéndice A), o qual afirma o seguinte: seja a, uma
sequéncia de nimeros reais e b, uma sequéncia definida a partir de a,, como

1
bn = _Zaiy
ni:l

isto é, a média dos n primeiros termos da sequéncia a,; entao,

lim a, =a = lim b, = a.
n—oo n—oo

Invocando a regra de cadeia (1.20), escreve-se

t
> H(X|Xso1,..., X1)

s=1

H(X,, .., X1) =

~ | =

(onde H(X1|Xo) significa simplesmente H(X1)). Usando esta decomposi¢ao na defini¢ao
de H(X),

.1
H(X) = tllglo; H(Xtv"'aXl)

t—o0

1 t
— lim =S H(X X1, X
im t; (Xs|Xs1 1)

= lim H(XSIXS_l,...,Xl)

S§— 00

= H'(X), (3.19)

em que a terceira igualdade resulta directamente to teorema da média de Cesaro.
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A taxa de entropia para um processo de Markov de primeira ordem e estaciondrio (isto é,
para o qual a distribuicao inicial é igual & distribuicao estaciondria, p(1) = p(c0)) tem uma
forma particularmente simples. Da estacionaridade, decorre que H(X) = H'(X), sendo facil
obter H'(X),

H'(X) = lim H(X;|X; ;.. X))

= thm H(Xt’Xt_l) (320)
= tlim H(Xg’Xl) (3.21)
= H(X3|X1),

onde a igualdade (3.20) resulta da propriedade de Markov de primeira ordem e a igualdade
(3.21) resulta do facto do processo ser estacionario. A taxa de entropia condicional de um
processo de Markov de primeira ordem estacionario pode entao escrever-se em termos da matriz
de transigao e da distribuicao estaciondria. Usando a definicdo de entropia condicional (ver
(1.10)),

H'(X) = H(X2|X1) = Y H(X2|Xi=1i) P(Xi =)
iE€EX
N

= > H(Xo|X1 =1i) pi(1)
i=1

N
= =D nil
=1

1)
J
00

N
> P(Xs =j| X1 =i)log P(X; = j| X1 =)
J

1
N N

= —> pi( )ZPZ] log P; ; (3.22)
i=1 =1

onde se usou p(1) = p(co), pois o processo é estaciondrio. Note-se ainda que, como p(co)
depende exclusivamente da matriz de transicdo P, também a taxa de entropia condicional
H'(X) de um processo de Markov estaciondrio depende exclusivamente de P.

Exemplo 3.8 Retomando o exemplo 3.7, pode escrever-se a taxa de entropia condicional us-
ando a expressao (3.22) com a distribuicao estaciondria obtida nesse exemplo. Assim,

(%) = 2 Hla1 - a) + 5 H(B1-5),

em que H(p,1 —p) denota a entropia de uma varidvel bindria de probabilidades p e 1 — p.

Exemplo 3.9 Neste exemplo estuda-se uma fonte de sequnda ordem. Considere-se uma fonte,
com alfabeto X = {a,b,c}, que tem a sequinte caracteristica: nunca emite 8 simbolos iguais
sequidos; em cada instante, emite com equiprobabilidade os simbolos permitidos. E claro que,
neste caso, o estado da cadeia de Markov € constituido pelos dois ultimos simbolos; assim, como
o conjunto de estados possiveis ¢ X* = {(a, a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b, ¢), (c,a), (c,b), (c,c)},
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as probabilidades condicionais que caracterizam esta fonte sdo

0 1/2 1/2

1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3
P=|1/2 0 1/2
1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3
12 12 0

Note-se que os zeros que surgem na matriz indicam que, apos a sequéncia “a,a” nao pode
ser emitido um novo a, apos a sequéncia ‘b,b” mao pode ser emitido um mnovo b, e apdos a
sequéncia “c,c” nao pode ser emitido um novo c. Como visto acima (Exemplo 3.6), este
processo pode ser escrito como um processo de primeira ordem, definido no novo conjunto de
estados X% = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (¢, c)}, com matriz de transicdo

0 1/21/2 0 0 0 0 0 0

o 0 0 1/31/31/3 0 0 0

o 0 0 0 0 0 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3 0 0 0 0 0 0

P=| 0 0 0 1/2 0 1/2 0 0 0
o 0 0 0 0 0 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3 0 0 0 0 0 0

o 0 0 1/31/31/3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 0

A matriz P'T possui, como vector préprio associado ao seu valor préprio 1, o vector p(o0) =
(1/9)[1,1,1,1,1,1,1,1, 17, 0 que significa que, em estado estaciondrio, os nove estados possiveis
(elementos de X?) sdo equiprovdveis. Quanto a taza de entropia condicional,

3 +6logy 3

H'(X) = % (3H(1/2,1/2) +6H(1/3,1/3,1/3)) = —5 = 1.39 bits/stmbolo.

3.5 Codificacao de Fontes com Memoéria

O desenho de codigos éptimos para fontes com memoria resume-se ao desenho de cddigos
optimos para a distribuicao de simbolos associada a cada estado da cadeia de Markov que
modela a fonte. E ¢bvio que o limite inferior para o comprimento médio do cédigo assim
obtido é a taxa de entropia condicional, como ilustrado no exemplo seguinte.

Exemplo 3.10 Retomando o exemplo 3.9, considere-se o problema de desenhar um esquema
de codificacao optimo para a fonte descrita. Por observacdo da matriz P, constata-se que, em
6 dos 9 estados, a fonte se comporta como uma fonte terndria na qual os trés simbolos {a,b, c}
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sao equiprovdveis. Nos restantes 3 estados, a fonte comporta-se como uma fonte bindria, na
qual os dois simbolos possiveis sdo equiprovdveis. Assim, a codificacao dptima consiste em usar
o sequinte conjunto de codigos.

Cddigos 6ptimos stmbolo

stmbolos anteriores || a | b
aa -1 0] 1
ab 0| 10| 11
ac 0] 10| 11
ba 0| 10| 11
bb 0 1
be 0| 10| 11
ca 0] 10| 11
cb 0| 10| 11
cc 0| 1

[

O simbolo significa que nao € necessdrio ter uma palavra de cddigo para o simbolo
respectivo, pois este tem probabilidade zero de ser emitido. O comprimento médio dos codigos
com trés palavras (condicionalmente equiprovdveis) é

14242
% - g ~ 1.6667 bits/simbolo,

enquanto que o dos cddigos com apenas duas palavras é 1 bit/simbolo. Dado que todos os 9
estados sao equiprovdveis, o comprimento médio global €

% <6 g + 3) ~ 1.4444 bits/simbolo,
ligeiramente acima da taza de entropia condicional H'(X) = 1.39 bits/simbolo. Se se ignorasse
a memoria da fonte e se desenhasse em cédigo ajustado para a distribuicdo ndo condicional
dos simbolos (sob a qual os 3 simbolos sao obviamente equiprovdveis), obtinha um comprimento
médio de g ~ 1.6667 bits/simbolo, pior do que o que se obtém com o cdédigo desenhado para as
probabilidades condicionais.
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Apeéendice A

Demonstracao do Teorema da Média
de Cesaro

Seja a, uma sequéncia de nimeros reais e b, uma sequéncia definida a partir de a,, como

1
bn = _Zai7
ni:l

isto é, a média dos n primeiros termos da sequéncia a,. O teorema da média de Cesaro afirma
que

lim a, =a = lim b, = a.
n—oo n—oo

Demonstragao: O facto de a, convergir para a é equivalente a
Ves0 3N @ n > N(e) = |an —a <k,

isto é, para qualquer vizinhanca de a, arbitrariamente pequena, existe um ponto da sequéncia
a, a partir do qual todos os termos pertencem a esta vizinhanca.

Para demonstrar o teorema da média de Cesaro é necessirio demonstrar uma implicagao
semelhante para a sequéncia b,. Para tal, toma-se um valor arbitrariamente pequeno € > 0 e
o correspondente N(g) e escreve-se, para n > N(g),

1 n
bn —al = ~1> (ai —a)
ni=
1 n
< G la—d
i=1
1N(€) n
= = la;i —al+= > la;—al.

@
Il
—

N(e)+1
Mas, n > N(¢) = |a, — a| < &, pelo que
n

E.
)

1 N 1
b, —al < — Z la; —a| + —
[ ™ NEe)+1

65
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RS n— N(e)
= —Z la; —a| + ——— «.
n =1 n

N(e)

1

— la; —a| + €.
i

IA

7

(A.1)

Note-se que, para um dado N(e), a quantidade A(e) = Zf\;(f ) la; — a| é uma constante inde-

pendente de n. Assim, dado um valor § > 0 arbitrariamente pequeno, tome-se ¢ = §/2; daqui
resulta

by —a| < %A(s) +6/2.
(A.2)

Finalmente,

n> %A(s) o by —a| < 6.
Isto é, definindo M (6) =2 A(§/2) /4,
Vss0, n>M(0) = |b, —al <9,

o que significa que lim b, = a, como se queria demonstrar.
n—oo
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