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1. a) Considere uma fonte que emite simbolos do alfabeto X' = {1,2,3,4,5}. Determine (justificando)
uma distribuicdo de probabilidades {p(1),...,p(5)} por forma a que seja possivel construir para
esta fonte um cédigo cujo comprimento média seja igual & entropia. Desenhe um cédigo de Huff-
man bindrio (para essa distribui¢do de probabilidades) e calcule o seu comprimento médio (caso
nao tenha conseguido determinar as probabilidades pretendidas, considere p(1) = 0.4, p(2) =
0.2, p(3) = 0.15 p(4) = 0.15, p(5) = 0.1).

b) Considere a extensdo de segunda ordem da fonte (com as probabilidades determinadas na alinea en-
terior) e o correspondente c6digo de Huffman bindrio. Qual o ganho em eficiéncia (em bits/simbolo)?

c) A fonte X gera aleatoriamente nimeros pertencentes ao conjunto {0,1,2,...,20}. Qual a relagao
(>, <, ou =) entre a entropia de X e as entropias de Y = X? e Z = (X — 10)?? Justifique.
Sabendo que a entropia de X é log, 21 bits/simbolo, determine as informagoes mutuas I(X;Y) e
I1(X;2).

d) Existe um procedimento de codificagdo (proposto por Tunstall, em 1968) que pode ser visto como
reciproco do de Huffman. No cédigo de Huffman procura-se codificar os simbolo da fonte com
sequéncias de comprimento varidvel por forma a que aos simbolos mais provaveis correspondam
sequéncias mais curtas. Na codificacdo de Tunstall, o objectivo é codificar sequéncias (com com-
primento varidvel) de simbolos da fonte com palavras de c6digo de comprimento fixo. Por exemplo,
um c6digo de Tunstall binario para uma fonte que emite simbolos {A, B} pode ser algo como

AAA - 00, AAB - 01, AB— 10, B—11

Note que, dado que o cédigo de Tunstall tem comprimento fixo, é um cédigo instantdneo. No
procedimento para construcao deste codigo também se constroi uma arvore bindria, mas de forma
inversa & de Huffman: em vez de se combinarem os simbolos menos provaveis, decompoe-se a
sequéncia mais provavel em duas, até que o total de folhas da arvore atinga um nimero predefinido
2" em que n é o comprimento das palavras do cédigo de Tunstall (n = 2, no exemplo acima).
O objectivo natural é maximizar o comprimento médio das sequéncias de entrada do cédigo.
Construa um c6digo de Tunstall de comprimento n = 2 para uma fonte de simbolos {4, B} com
p(A) = 0.8. Calcule a eficiéncia média do c6digo obtido (em bits/simbolo); se ndo conseguiu obter
o c6digo, considere o indicado no exemplo acima. Desenhe um cédigo de Huffman para a extensdo
de ordem 2 da fonte (isto é, para {AA, AB, BA, BB}) e compare os resultados.

2. Uma fonte de Markov de primeira ordem é caracterizada pela distribuicao de probabilidade do simbolo
X, condicionada ao simbolo X,,_1, designada por p(X,|X,—1). Quando a fonte é estaciondria, esta
distribuicdo ndo depende de n, pelo que p(X,,|X,,—1) = p(X;n|Xm—1), para quaisquer dois instantes n
e m. Considere entdo uma fonte de Markov, gerando simbolos do alfabeto {A, B, C}, cuja distribuigao
de probabilidade condicionada é

[PlXn) [Xn=A | X, =B [ X, =C |

X,1=A 1/3 1/3 1/3
X, =B 1/4 1/2 1/4
X, 1=C 0 1 0

Sabe-se que p = [0.2143, 0.5714, 0.2143] é a distribuicio estaciondria desta fonte de Markov, isto é
que p = A, em que A é a matriz de definida na tabela anterior.



a) Recorde que um processo possui taxa de entropia condicional, dada por lim,, oo H(X,|X,—1), se
este limite existir. Calcule a taxa de entropia condicional deste processo. Compare com a entropia
da distribuicdo estacionéria e comente.

b) Suponha agora que se pretente desenhar um sistema de codificagdo para esta fonte e que se opta
por desenhar 3 cédigos diferentes, um para cada possivel simbolo anterior. Desenhe estes codigos
e calcule o comprimento médio de cada um deles, condicionado ao respectivo simbolo anterior.
Com base no vector de distribui¢do estacionario acima indicado, calcule o comprimento médio
geral deste procedimento de codificagdo; compare com a taxa de entropia e com a entropia da
distribuicao estacionaria e comente.

c) Desenhe agora um cédigo de Huffman para a extensdo de segunda ordem desta fonte, calcule o
comprimento médio, e compare com o resultado da alinea anterior.

. Considere o seguinte procedimento de codificagao do tipo Lempel-Ziv: cada subsequéncia de simbolos
de comprimento superior ou igual a L que ja tenha ocorrido anteriormente é substituida por um par
de “ponteiros” com o formato (p,l), indicando que a ocorréncia anterior se verificou na p posicoes
atrds e que o comprimento da subsequéncia é [. O codigo obtido é bindrio, sendo cada simbolo
(ndo substituido) representado pelo respectivo cédigo ASCII (em 8 bits); por exemplo, ASCII(’A’) =
01000001 e ASCII(’D’) = 01000100. Por sua vez, os ponteiros sdo também escritos em bindrio, com
16 bits para p e 8 bits para [. Assim, por exemplo, com L = 2, a sequéncia DADADADA ¢ codificada
como (0s espagos servem apenas para tornar mais clara a leitura, ndo fazendo parte do cédigo)

01000100 01000001 0000000000000010 00000110

a) Justifique a seguinte afirmacio: o esquema apresentado ndo produz um cédigo descodificavel. Jus-
tifique, mostrando que ndo é possivel descodificar a sequéncia bindria acima por forma a obter
DADADA.

b) Sugira uma modificacdo do esquema por forma a obter cdigos descodificaveis. Aplique o esquema
sugerido, com L = 2, & sequéncia DADADA.

c) Para o novo esquema, dimensione L por forma a que a codificagdo nunca produza uma sequéncia
de comprimento maior do que a original.

. Considere um quantizador escalar uniforme, cuja gama de valores de entrada é [—10, 10[. Assuma que
a entrada é uma varidvel aleatéria X cuja funcio densidade de probabilidade é uniforme no intervalo
[-10,10[.

a) Determine o nimero de células do quantizador por forma a que a relagdo sinal/ruido de quantizagao
SN R, seja de 20dB. Recorde que SN Rg = 10log;(c2/02), em que 02 e o2 sio, respectivamente,
a variancia do sinal e do erro de quantizacao. Este quantizador é 6ptimo para X? Existe distorcao
de sobrecarga (overload)?

b) Considere agora que a entrada tem uma funcdo densidade de probabilidade uniforme no inter-
valo [-12,12[. Qual é a probabilidade de sobrecarga (overload)? Qual é a variancia do erro de
sobrecarga?



