Exame de Compressao e Codificacao de Dados

Seccao de Telecomunicacgoes — DEEC, Instituto Superior Técnico

24 de Janeiro de 2004

Parte I

Cotacdo da Parte I: resposta certa, 0.5 valores; resposta errada, — 0.25 valores.
Salvo explicitamente indicado, todos os logaritmos sao em base 2. Todas as entropias, comprimentos médios de
cédigos e capacidades de canais estdo expressas em bit/simbolo.

1.

Considere o par de varidveis aleatérias (v.a.) X e Y, bindrias (isto é, com valores em {0,1}), cuja
fungdo de probabilidade conjunta é dada por: p(X = 0,Y = 0) = 1/4, p(X = 0,Y = 1) = 1/4,
p(X =1,Y =0) = 1/2. Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

a) HX,Y)=2; b) H(X) =1; c) HY)=1
Sejam X e Y as varidveis aleatérias da pergunta anterior. Entao,
a) HY|X =1) =0; b) H(Y|X) = 0; c) HX|Y)=0.

Considere duas novas v.a. bindrias X e Y, independentes, e de entropia unitaria. Considere agora uma
nova v.a. Z definida como Z = X 4+ Y, que tem como possiveis valores 0, 1, e 2. Entao

a) H(Z) =log3; b) H(Z) = 3/2; c) H(Z) = log(3/2).

Considere as trés v.a. definidas na questdo anterior (X, Y e Z) e uma nova v.a. W definida como
W =X —Y. Assim, verifica-se que

a) H(Z, W) =log3,; b) H(Z, W) = log4; c) nenhuma das respostas anteriores.
Considere as v.a. X e Z definidas na pergunta anterior; entao,

a) I(Z;X) =1/2; b) I(Z; X) =1; c) I(Z;X)=3/2.

. Seja X uma varidvel aleatdria arbitrdria e ¥ = ¢g(X) uma outra varidvel aleatéria que é uma fungédo

deterministica de X. Sendo assim, pode afirmar-se que

a) I(X;Y) = H(X), sempre;

b) I(X;Y) = H(Y), sempre;

c) I(X;Y)=H(Y), se e s se g(-) for uma fungao injectiva.

. Uma fonte gera simbolos do alfabeto {4, B,C, D, E'}, com probabilidades (0.5, 0.2, 0.15, 0.1, 0.05). Qual

dos seguintes dos cédigos binarios é 6ptimo para esta fonte?

a) {11,01,000,001,101}; b) {00,01,11, 100, 101}; ¢) nenhum dos anteriores.

. Recorde que os c6digos instantaneos sdo univocamente descodificdveis, mas que os c¢4digos univocamente

descodificadveis nao sao necessariamente instantaneos. Para uma dada fonte,
a) o melhor (no sentido do comprimento médio) cédigo univocamente descodificivel é sempre melhor do
que o melhor cédigo instantaneo;

b) o melhor c6digo univocamente descodificdvel pode, ou nao, ser melhor do que o melhor cédigo in-
stantaneo;

b) o melhor c6digo univocamente descodificdvel ndo pode ser melhor do que o melhor cédigo instantaneo.
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16.

17.

Uma fonte gera simbolos do alfabeto {A, B,C, D}, com probabilidades ((1/4) + ¢, 1/4, 1/4, (1/4) —¢),
em que € € [0,1/4]. Qual o menor valor de £ acima do qual um cédigo de comprimento fixo deixa de ser
Optimo para esta fonte?

a) 1/16; b) 1/8; b) 1/5.

Considere uma fonte que gera simbolos do alfabeto {a,b,c} e que tem a caracteristica de nunca emitir
dois simbolos consecutivos iguais, sendo os restantes simbolos possiveis em cada instante emitidos com
equiprobabilidade. A taxa de entropia condicional desta fonte verifica:

a) H'(X) < 1; b) H'(X) = 1; c) H(X)>1.
A capacidade de um canal descrito pela matriz

05 05 0 O
05 05 0 O
0 0 05 05
0 0 05 05

a) é maior do que 1; b) é igual a 1; ¢) é menor que 1.
A capacidade de um canal descrito pela matriz

08 02 O 0
09 01 O 0
0 0 07 0.3
0 0 04 06

a) é maior do que 1; b) é igual a 1; ¢) é menor que 1.

Sejam C7 e Cs as capacidades de dois canais binarios simétricos com probabilidades de erro p; e po,
respectivamente. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

a) (p1 > p2) = (C1 < Cy); b) (C1 > C3) = (p1 < p2); ¢) nenhuma das duas.

Recorde que a funcdo de ritmo/distorgao R(D) expressa qual o nimero minimo de bits necessario para
codificar uma dada fonte com um nivel de distor¢ao D. Considerando uma fonte descrita por uma funcao
de densidade de probabilidade gaussiana, e um critério de distor¢gao baseado no erro quadratico médio,
qual das seguintes afirmacgoes é verdadeira?

a) Vp,R(D) > 0; b) R(D) é ilimitada, c) nenhuma das anteriores.

Para uma fonte binaria, e usando um critério de distorcao baseado no distancia de Hamming!, qual das
seguintes afirmacoes é falsa?

a) dp,R(D) = 0; b) R(D) é limitada; c) nenhuma das anteriores.
A entropia diferencial de uma v.a. com funcao densidade de probabilidade gaussiana
a) nao depende da variancia;

b) é linearmente proporcional & variancia,;

a) é necessariamente menor do que a entropia de uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida, com
a mesma variancia.

Considere uma v.a. X cuja funcao densidade de probabilidade é fx (z) = 2—2z, para « € [0, 1], e zero fora
desse intervalo. Considere um quantizador uniforme de dois bits. A entropia da saida desse quantizador,
designada simplesmente H, verifica

a) 1< H <2; b) H = 2; c) H=1

1Recorde que distancia de Hamming entre duas sequéncias de bits de igual comprimento é simplesmente o niimero de posicdes
em que estas duas sequéncias diferem.



18. O representante Gptimo para a primeira célula (a mais préxima de zero) do quantizador da pergunta
anterior deve ser

a) =1/8; b) < 1/8; c) >1/8.

19. Considere um quantizador escalar uniforme de b bits. Seguindo uma aproximagao de alta resolucao, se se
duplicar o niimero de bits, o erro quadratico médio
a) fica 4 vezes menor;
b) fica 12 vezes menor;

c) reduz-se de um factor que depende de b.
20. Qual a principal vantagem dos métodos de codificagao de tipo Lempel-Ziv sobre a codificacao aritmética?

a) Permitem obter maiores taxas de compressao;
b) ndo requerem uma caracterizagdo probabilistica da fonte;

c) sdo mais répidos.

Parte 11

Problema 1. Considere o seguinte procedimento de codificagao do tipo Lempel-Ziv: cada subsequéncia de
stmbolos (1 simbolo = 8 bits) de comprimento superior ou igual a L que ja tenha ocorrido anteriormente
é substituida por um par de “ponteiros” com o formato (pi,p2), indicando que a ocorréncia anterior se
verificou na posi¢cao p1, € que o comprimento dessa subsequéncia é py. O ponteiro p; é constituido por 24
bits, enquanto que py é escrito da seguinte forma:

00011...1000 by ...b, 000.
N—— ——
al’s a bits

em que a = [logy(p2 + 1)] é o nimero de bits necessério para escrever py em notagao bindria.

a) Determine o menor valor de L para o qual este sistema nunca produz uma sequéncia de bits mais longa
do que a original.

b) Mostre como se pode modificar o sistema de codificagdo do ponteiro ps, reduzindo o ntimero de bits
necessario mas mantendo a descodificabilidade.

¢) Determine o menor valor de L para o qual o sistema encontrado na alinea b) nunca produz uma
sequéncia de bits mais longa do que a original.

Problema 2. Considere uma fonte binaria na qual, depois de ser emitido um zero, é sempre emitido um 1;
depois de ser emitido um 1, a probabilidade de ser emitido um 1 ou um zero é 1/2. Com vista a conseguir-
se uma melhor eficiéncia de codificagao faz-se uma estensao de terceira ordem, isto é, agrupam-se os bits
3al.

a) Sabendo-se que a distribuicao estaciondria desta fonte é po, (0) = 1/3 e po (1) = 2/3, calcule a entropia
da fonte estendida (note que a fonte estendida tem um alfabeto de 2% = 8 simbolos).

b) Desenhe um cédigo de Huffman para a fonte estendida e calcule o comprimento médio (ndo esquecendo
de indicar as respectivas unidades).

¢ Desenhe o cédigo preditivo éptimo para esta fonte, calcule o respectivo comprimento médio, compare
com o resultado da alinea anterior e comente.



Problema 3. Considere o seguinte mecanismo de geracao de simbolos de uma fonte composta: primeiro, langa-
se uma moeda equilibrada; se o resultado for “caras” obtém-se um simbolo da fonte F}, caso contrario
obtém-se um simbolo da fonte F,. Ambas as fontes, F; e F,, geram simbolos do alfabeto {4, B,C, D}
com probabilidades respectivamente {1/4,1/4,1/4,1/4} e {1/2,1/4,1/8,1/8}.

a) Calcule as probabilidades dos simbolos da fonte composta.
b) Obtenha um cédigo 6ptimo para a fonte composta e calcule o seu comprimento médio.

¢) Uma forma possivel de codificar os simbolos desta fonte composta é a seguinte: desenham-se dois
c6digos 6ptimos, um para F e outro para Fy; para codificar cada simbolo, primeiro inclui-se um bit
indicando qual das fontes foi escolhida, e em seguida envia-se a respectiva palavra de cédigo usando
o cédigo éptimo dessa fonte. Calcule o cédigo 6ptimo para cada uma das fontes F} e Fy e determine
qual o comprimento médio alcangado por este esquema de codificagdo. Compare com o resultado da
alinea anterior e comente.

d Repita as alineas (a), (b) e (c) para o caso em que os alfabetos das fontes Fy e Fy sdo disjuntos:
{A,B,C,D} e {E,F,G,H} (nota: é tudo muito mais simples).

Problema 4. Considere uma varidvel aleatéria X sobre o intervalo [0, 3], cuja funcao densidade de probabili-
dade ¢é a seguinte

few [ U2 @E (0. UR3)
X 0, caso contrario.
a) Obtenha os quantizadores éptimos (regides e representantes) para esta fonte, com 1 e 2 bits.
b) Calcule os erros quadraticos médios dos quantizadores obtidos na alinea anterior.

C) Considere o quantizador uniforme de 1 bit para o intervalo [0, 3] definido por Ry = [0, 3/2], Ry =
[3/2, 3], y1 = 3/4 e yo = 9/4. Calcule o erro quadritico médio produzido por este quantizador com
a variavel X na sua entrada. Compare com o resultado da alinea anterior e comente.



