
Exame de Compress~ao e Codi�ca�c~ao de Dados
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21 de Janeiro de 2003

Parte I

Cota�c~ao da Parte I: resposta certa, 0.5 valores; resposta errada, � 0:25 valores.
Todos os logaritmos s~ao em base 2 e as entropias expressas em bit/s��mbolo.

1. A entropia H(X;Y ) de um par de vari�aveis aleat�orias veri�ca necessariamente a desigualdade

a) H(X;Y ) > H(X) +H(Y ); b) H(X;Y ) > 0; c) H(X;Y ) � H(X).

2. Seja X uma vari�avel aleat�oria que toma valores num alfabeto com 2048 s��mbolos; ent~ao,

a) H(X) = 11; b) H(X) < 11;

c) n~ao h�a dados su�cientes para escolher nenhuma das hip�oteses anteriores.

3. Considere as vari�aveis aleat�orias X e Y , n~ao necessariamente independentes, tomando ambas valores no
conjunto f�2;�1; 0; 1; 2g, e tais que H(X) = H(Y ) = log 5. Ent~ao, a entropia de Z = X + Y , �e igual a

a) 2 log 5; b) log 9; c) Nenhum dos valores anteriores.

4. Considere duas vari�aveis aleat�orias X e Y , com valores em f�1; 0; 1g, e tais que H(X) = H(Y ) = log 3.
Ent~ao, a vari�avel aleat�oria Z = X � (Y + 1) veri�ca

a) H(Z) = log 3; b) H(Z) = log 5; c) H(Z) ' 1:88.

5. Considere uma pessoa que lan�ca uma moeda equilibrada; seja X 2 f\Cara"; \Coroa"g o resultado. Com
probabilidade 1=2, essa pessoa vira a moeda para a face oposta antes de anunciar o resultado; seja
Y 2 f\Cara"; \Coroa"g este resultado anunciado. Ent~ao,

a) I(X ;Y ) = 0; b) I(X ;Y ) = 1; c) nenhuma das respostas anteriores.

6. Considere duas vari�aveis aleat�orias X e Y , com valores em f0; 1g, e uma terceira vari�avel Z = X + Y . A
informa�c~ao m�utua I(X ;Y ) �e igual a

a) 0; b) 1; c) 1=2.

7. Qual dos seguintes c�odigos �e instantâneo?

a) f00; 10; 01; 11g; b) f0; 01; 110; 111g; c) f1; 11; 010; 011g.

8. Anulada.

9. O c�odigo f1; 101; 10; 01g

a) N~ao �e instantâneo mas �e univocamente descodi�c�avel;

b) n~ao �e univocamente descodi�c�avel; c) �e singular.

10. Uma fonte gera s��mbolos do alfabeto X = fx1; :::; xng, com probabilidades fP (x1); :::; P (xn)g. Sejam
l
�(xi) o comprimento de palavra para xi num c�odigo �optimo. Ent~ao, para qualquer s��mbolo xi,

a) l
�(xi) = d� logP (xi)e, b) l

�(xi) � d� logP (xi)e,

c) nenhuma das a�rma�c~oes anteriores �e sempre verdadeira.
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11. Considere uma fonte que gera s��mbolos de um alfabeto fA;B;C;Dg com probabilidades f0:3; 0:3; 0:2; 0:2g.
Quantos c�odigos �optimos posso desenhar para esta fonte?

a) 24; b) 16; c) 20

12. Considere uma fonte que gera s��mbolos de um alfabeto fA;B;Cg, com probabilidades f1=2; 1=4; 1=4g. O
comprimento m�edio do c�odigo �optimo para a extens~ao de segunda ordem (pares de s��mbolos), medido em
bits/s��mbolo �e

a) 3=2; b) 3=4; c) log 9.

13. Considere uma fonte que gera s��mbolos do alfabeto fA;Bg com probabilidades, respectivamente, f2=3; 1=3g.
Qual dos seguintes �e um c�odigo de Hu�man para a extens~ao de segunda ordem da fonte?

a) fc(AA) = 11; c(AB) = 10; c(BA) = 01; c(BB) = 00g,

b) fc(AA) = 0; c(AB) = 11; c(BA) = 100; c(BB) = 101g,

c) fc(AA) = 00; c(AB) = 1; c(BA) = 011; c(BB) = 010g.

14. Qual das seguintes a�rma�c~oes �e verdadeira, para uma dada fonte sem mem�oria?

a) Um codi�cador aritm�etico atinge sempre melhor desempenho do que um de Hu�man (para qualquer
extens~ao da fonte).

b) Um codi�cador de Hu�man (para uma extens~ao da fonte su�cientemente alta) �e sempre melhor ou igual
do que um codi�cador aritm�etico.

c) Nenhuma das anteriores.

15. Considere a fonte tern�aria (alfabeto fA;B;Cg), Markoviana de primeira ordem, caracterizada pelas
seguintes probabilidades de transi�c~ao:

p(XnjXn�1) Xn = A Xn = B Xn = C

Xn�1 = A 0 1 0

Xn�1 = B 0 2/3 1/3

Xn�1 = C 1/3 1/3 1/3

Qual das seguintes sequências tem maior probabilidade de ser gerada por esta fonte?

a) AABACCCABCCB; b) ABCABCABCABC; c) ABBABCABCABB.

16. Considere a fonte tern�aria (alfabeto fA;B;Cg), Markoviana de primeira ordem, caracterizada pelas
seguintes probabilidades de transi�c~ao:

p(XnjXn�1) Xn = A Xn = B Xn = C

Xn�1 = A 0 1 0

Xn�1 = B a b c

Xn�1 = C 1/3 1/3 1/3

com a+ b+ c = 1. Qual dos seguintes �e o menor intervalo ao qual se garante pertencer H(X)?

a) [log 2; log 3]; b) [0; log 3]; c) [0; log 2].

17. Um determinado quantizador escalar uniforme com b bits, em aproxima�c~ao de alta resolu�c~ao, apresenta
um erro quadr�atico m�edio de distor�c~ao igual a 16. Ao passar o n�umero de bits para b+1, o erro quadr�atico
m�edio passa a ser

a) 8; b) 6; c) 4.

18. Considere uma fonte X cuja fun�c~ao densidade de probabilidade �e fX(x) = (1 � jxj), para jxj � 1, e um
quantizador com apenas duas c�elulas cujo code-book �e fy1; y2g. Se este quantizador �e �optimo, ent~ao

a) jy1j < jy2j; b) y1 = 1=2, y2 = �1=2; c) jy1j = jy2j < 1=2.
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19. Qual das seguintes sequências pode corresponder �a codi�ca�c~ao Lempel-Ziv-Welch (LZW) da sequência
ABCAABABCABCA, assumindo que o alfabeto �e fA;B;Cg (admita que os ��ndices do dicion�ario
come�cam em 1)

a) 1; 2; 3; 1; 4; 4; 6; 5; :::; b) 1; 2; 3; 2; 3; 4; 6; 5; :::; c) 1; 2; 3; 1; 4; 3; 6; 4; :::.

20. Anulada.
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Parte II

Problema 1

Uma das importantes contribui�c~oes da teoria da informa�c~ao para a estat��stica �e o m�etodo dos tipos.
Considere uma sequência x = x(1); x(2); :::; x(n), de comprimento n, gerada por uma fonte cujo alfabeto
�e X = fx1; :::; xNg. Por exemplo, x = ABAABCCABCAB �e uma sequência de comprimento n = 12,
gerada por uma fonte de alfabeto X = fA;B;Cg. O tipo da sequência x, designado Px = [p1; :::; pN ], �e um
vector de frequências relativas de ocorrências de cada s��mbolo do alfabeto na sequência. Por exemplo, para
x = ABAABCCABCAB, temos Px = [5=12; 4=12; 3=12], correspondente a 5 A's, 4 B's e 3 C's, num
total de 12. Seja Q = [q1; :::; qN ] a distribui�c~ao de probabilidade da fonte. Por exemplo, para uma fonte
de alfabeto X = fA;B;Cg, podemos ter Q = [0:5; 0:3; 0:2], correspondente a p(A) = 0:5, P (B) = 0:3 e
P (C) = 0:2.

�E poss��vel demonstrar que a probabilidade de uma fonte cuja ditribui�c~ao de probabilidade �e Q gerar uma
sequência x �e dada por

P (x) = 2�n(H(Px)+D(PxjjQ)) (1)

onde H(Px) �e a entropia do tipo Px e D(PxjjQ)) �e a divergência de Kullback-Leibler entre o tipo Px e a
distribui�c~ao de probabilidade Q, isto �e,

D(PxjjQ) =

NX
i=1

pi log
pi

qi

:

a) Mostre que a express~ao (1) se pode escrever como P (x) =

NY
i=1

q

(npi)
i

e interprete o resultado.

b) Aplique a express~ao (1) para calcular a probabilidade de uma fonte de alfabeto fA; Bg, com dis-
tribui�c~ao de probabilidade f1=2; 1=2g, gerar uma dada sequência de comprimento 40 com exacta-
mente 20 A's e 20 B's.

c) Designa-se por Tn(Px) o conjunto de todas as sequências de comprimento n cujo tipo �e Px. Por
exemplo, para uma fonte bin�aria de alfabeto fA; Bg, T4([3=4; 1=4]) �e o conjunto de todas as sequências
com 3 A's e um B, isto �e, T4([3=4; 1=4]) = fAAAB;AABA;ABAA;BAAAg. Demonstra-se que a
probabilidade de Tn(Px), quando n �e grande, �e aproximadamente dada por

P (Tn(Px)) ' 2�nD(PxjjQ):

Com base neste resultado calcule limn!1 P (Tn(Px));, para os casos Px = Q e Px 6= Q, e comente o
resultado.

Problema 2

a) Considere um quantizador escalar uniforme com apenas 2 c�elulas iguais R1 = [�2; 0[ e R2 = [0; 2[.
Considere que a entrada �e uma vari�avel aleat�oria cuja fun�c~ao densidade de probabilidade �e

fX(x) =

�
1� jjxj � 1j ; x 2 [�2; 2]
0; x 62 [�2; 2]

Obtenha express~oes exactas para os 2 elementos do \code-book" �optimo correspondente a estas
c�elulas.

b) Nas condi�c~oes da al��nea anterior, calcule o valor exacto do erro quadr�atico m�edio de quantiza�c~ao.

c) Aplique um passo do algoritmo Linde-Buzo-Gray a partir do quantizador obtido na al��nea (a) e comente
o resultado.

d) Obtenha o quantizador �optimo para esta fonte, agora com quatro c�elulas, e calcule o seu erro quadr�atico
m�edio de quantiza�c~ao.
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