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Parte 1

Cotacdo da Parte I: resposta certa, 0.5 valores; resposta errada, — 0.25 valores.
Todos os logaritmos sdo em base 2 e as entropias expressas em bit/simbolo.

1.

10.

A entropia H(X,Y) de um par de varidveis aleatdrias verifica necessariamente a desigualdade

a) H(X,Y) > H(X)+H(Y); b) H(X,Y) > 0; ¢) H(X,Y) > H(X).

. Seja X uma varidvel aleatdria que toma valores num alfabeto com 2048 simbolos; entdo,

a) H(X)=11; b) H(X) < 11;

¢) ndo ha dados suficientes para escolher nenhuma das hipéteses anteriores.

. Considere as varidveis aleatérias X e Y, ndo necessariamente independentes, tomando ambas valores no

conjunto {—2,—1,0,1,2}, e tais que H(X) = H(Y) =log5. Entdo, a entropia de Z = X +Y, é igual a

a) 2logb; b) log9; c) Nenhum dos valores anteriores.

. Considere duas varidveis aleatérias X e Y, com valores em {—1,0,1}, e tais que H(X) = H(Y') = log3.

Entdo, a varidvel aleatéria Z = X x (Y + 1) verifica

a) H(Z) =log3; b) H(Z) =logb; c) H(Z) ~ 1.88.

. Considere uma pessoa que langa uma moeda equilibrada; seja X € {“Cara”, “Coroa”} o resultado. Com

probabilidade 1/2; essa pessoa vira a moeda para a face oposta antes de anunciar o resultado; seja
Y € {“Cara”, “Coroa”} este resultado anunciado. Entdo,

a) I(X;Y)=0; b) I(X;Y) =1, ¢) nenhuma das respostas anteriores.

. Considere duas varidveis aleatérias X e Y, com valores em {0, 1}, e uma terceira varidvel Z =X +Y. A

informagao mutua I(X;Y) é igual a
a) 0; b) 1; c) 1/2.
Qual dos seguintes cédigos é instantaneo?

a) {00,10,01,11}; b) {0,01,110,111}; ¢) {1,11,010,011}.

. Anulada.
. O cédigo {1,101, 10,01}

a) Nio é instantdneo mas é univocamente descodificivel;

b) ndo é univocamente descodificdvel; c) é singular.

Uma fonte gera simbolos do alfabeto X = {z1,...,z,}, com probabilidades {P(z1),..., P(x,)}. Sejam
I*(x;) o comprimento de palavra para z; num c6digo 6ptimo. Entao, para qualquer simbolo z;,

a) I*(a;) = [~log Pa))], ) I*(x;) < [~ log P(:)],

c) nenhuma das afirmacoes anteriores é sempre verdadeira.



11.

12.

13.

16.

17.

18.

Counsidere uma fonte que gera simbolos de um alfabeto {4, B, C, D} com probabilidades {0.3,0.3,0.2,0.2}.
Quantos cédigos éptimos posso desenhar para esta fonte?

a) 24; b) 16; c) 20

Counsidere uma fonte que gera simbolos de um alfabeto {A, B, C'}, com probabilidades {1/2,1/4,1/4}. O
comprimento médio do cédigo 6ptimo para a extensao de segunda ordem (pares de simbolos), medido em
bits/simbolo é

a) 3/2; b) 3/4; c) log9.

Considere uma fonte que gera simbolos do alfabeto { A, B} com probabilidades, respectivamente, {2/3,1/3}.
Qual dos seguintes é um cédigo de Huffman para a extensao de segunda ordem da fonte?

a) {c(AA4) =11, ¢(AB) =10, ¢(BA) =01, ¢(BB) = 00},
b) {c(AA) =0, ¢(AB) = 11, ¢(BA) = 100, ¢(BB) = 101},
c) {c(44) 0, c(AB) =1, ¢(BA) =011, ¢(BB) = 010}.

. Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira, para uma dada fonte sem memoria?

Um codificador aritmético atinge sempre melhor desempenho do que um de Huffman (para qualquer
extensdo da fonte).

Um codificador de Huffman (para uma extensdo da fonte suficientemente alta) é sempre melhor ou igual
do que um codificador aritmético.

Nenhuma das anteriores.

. Counsidere a fonte terndria (alfabeto {A, B,C}), Markoviana de primeira ordem, caracterizada pelas

seguintes probabilidades de transi¢do:

(PXu X, ) [ X% =A [ X, =B [X,=C|

X,_1=4 0 1 0
X, =B 0 2/3 1/3
X1 =C 1/3 1/3 1/3

Qual das seguintes sequéncias tem maior probabilidade de ser gerada por esta fonte?
a) AABACCCABCCB; b) ABCABCABCABC; c¢) ABBABCABCABB.

Counsidere a fonte terndria (alfabeto {A,B,C}), Markoviana de primeira ordem, caracterizada pelas
seguintes probabilidades de transi¢do:

(P X ) [ X =A [ X, =B [X,=C|

Xp_1=A4A 0 1 0
X,.1=B a b C
Xp1=C 1/3 1/3 1/3

com a+ b+ ¢ =1. Qual dos seguintes é o menor intervalo ao qual se garante pertencer H(X)?
a) [log2; log3]; b) [0; log 3]; c) [0; log2].

Um determinado quantizador escalar uniforme com b bits, em aproximacio de alta resolucio, apresenta
um erro quadratico médio de distorcao igual a 16. Ao passar o nimero de bits para b+ 1, o erro quadratico
médio passa a ser

a) 8; b) 6; c) 4.

Considere uma fonte X cuja fungio densidade de probabilidade é fx(z) = (1 — |z|), para || < 1, e um
quantizador com apenas duas células cujo code-book é {y1,y2}. Se este quantizador é ptimo, entdo

a) |yi| <|y2l; b) y1 =1/2,y2 = —-1/2; c) ly1] = |y2| < 1/2.



19. Qual das seguintes sequéncias pode corresponder a codificacdo Lempel-Ziv-Welch (LZW) da sequéncia
ABCAABABCABCA, assumindo que o alfabeto é {A,B,C} (admita que os indices do dicionério

comegam em 1)
a) 1,2,3,1,4,4,6,5,..; b) 1,2,3,2,3,4,6,5, ...; ) 1,2,3,1,4,3,6,4, ...

20. Anulada.



Parte 11

Problema 1

Uma das importantes contribui¢oes da teoria da informacdo para a estatistica é o método dos tipos.
Counsidere uma sequéncia x = (1), z(2),...,z(n), de comprimento n, gerada por uma fonte cujo alfabeto
é X = {z1,...,an}. Por exemplo, x = ABAABCCABCAB é uma sequéncia de comprimento n = 12,
gerada por uma fonte de alfabeto X = {A, B,C}. O tipo da sequéncia x, designado Px = [p1,...,pn], é um
vector de frequéncias relativas de ocorréncias de cada simbolo do alfabeto na sequéncia. Por exemplo, para
x = ABAABCCABCAB, temos Px = [5/12,4/12, 3/12], correspondente a 5 A’s, 4 B’s e 3 (s, num
total de 12. Seja @ = [q1, ..., qn] a distribuicdo de probabilidade da fonte. Por exemplo, para uma fonte
de alfabeto X = {A, B,C}, podemos ter @ = [0.5, 0.3, 0.2], correspondente a p(A) = 0.5, P(B) = 0.3 e
P(C)=0.2.

E possivel demonstrar que a probabilidade de uma fonte cuja ditribui¢do de probabilidade é ) gerar uma

sequéncia x é dada por
P(x) = 9—n(H(Px)+D(Px||Q)) (1)

onde H(Px) é a entropia do tipo Px e D(Px||Q)) é a divergéncia de Kullback-Leibler entre o tipo Px e a
distribuicao de probabilidade @, isto é,

N
D;

D(Pl|Q) = pilog q—
i=1 v

N
a) Mostre que a expressdo (1) se pode escrever como P(x) = H q
i=1

z(””i) e interprete o resultado.

b) Aplique a expressdo (1) para calcular a probabilidade de uma fonte de alfabeto {A, B}, com dis-
tribuicdo de probabilidade {1/2, 1/2}, gerar uma dada sequéncia de comprimento 40 com exacta-
mente 20 A’s e 20 B’s.

c) Designa-se por T, (Px) o conjunto de todas as sequéncias de comprimento n cujo tipo é Px. Por
exemplo, para uma fonte binaria de alfabeto { A, B}, Tx([3/4,1/4]) é o conjunto de todas as sequéncias

com 3 A’s e um B, isto é, T4([3/4,1/4]) = {AAAB,AABA,ABAA, BAAA}. Demonstra-se que a
probabilidade de T,,(Px), quando n é grande, é aproximadamente dada por

P(T,(Py)) ~ 2 P FlIQ)

Com base neste resultado calcule lim,, o, P(T,,(Px)),, para os casos Px = Q) e Py # (), e comente o
resultado.

Problema 2

a) Considere um quantizador escalar uniforme com apenas 2 células iguais Ry = [-2, 0[ e R, = [0, 2.
Considere que a entrada é uma varidvel aleatéria cuja funcdo densidade de probabilidade é

— 1—||.Z’|—]_|, .Z‘E[—2,2]
Fx(=) = { 0, g[-27)
Obtenha expressdes exactas para os 2 elementos do “code-book” 6ptimo correspondente a estas

células.
b) Nas condicoes da alinea anterior, calcule o valor exacto do erro quadrético médio de quantizagio.

c) Aplique um passo do algoritmo Linde-Buzo-Gray a partir do quantizador obtido na alinea (a) e comente
o resultado.

d) Obtenha o quantizador 6ptimo para esta fonte, agora com quatro células, e calcule o seu erro quadratico
médio de quantizacao.



